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Diese Arbeit behandelt die semiaktive Regelung von geschichteten Balken, die
zeitlich durchgehend im rauen Kontakt zueinander stehen. Bei technischen Syste-
men tritt häufig ein Großteil des unbeabsichtigten mechanischen Energieverlustes
an Verbindungs- und Fügestellen auf. Dazu gehört die Dissipation an rauen Ver-
bindungsflächen. Diese wird teilweise bewusst einsetzt, unter anderem bei der La-
gerung von Turbinenschaufeln, Schraubenverbindungen in Raumfahrt-Strukturen
und verschraubten Balken im rauen Kontakt. Diese Reibleisten bilden ein inter-
essantes Beispiel für mechanische Systeme, in denen mehrere raue, zeitlich unun-
terbrochene Kontakte auftreten.
Voraussetzung für die semiaktive Regelung von Reibleisten ist das Verständnis
ihres dynamischen Verhaltens bei passiver Dämpfung durch Reibung. Deshalb
werden verschiedene mechanische Modelle für Reibleisten aufgestellt. Der raue
Kontakt zwischen den Balken führt dabei zu unilateralen Zwangsbedingungen.
Die zugehörigen Zwangskräfte kommen dann nicht aus einer expliziten Gleichung,
sondern müssen ein System von Gleichungen und Ungleichungen erfüllen, soge-
nannte komplementäre Nebenbedingungen. Diese führen auf Optimalitätsproble-
me, die diese Arbeit in allgemeiner Form herleitet. Es treten zwei unterschiedliche
Fälle auf. Wenn die Normalkräfte in den Kontakten bekannt sind, führt dieses
auf ein quadratisches Minimierungsproblem (QP). Wenn die Normalkräfte wäh-
rend der Rechnung unbekannt sind und Gleiten auftritt, muss eine Erweiterung
des QP verwendet werden, ein lineares Komplementaritäts-Problem (LCP). Es
wird gezeigt, dass Zwangskräfte allgemein aus Optimierungsproblemen berechnet
werden können.
Ziel der Arbeit war unter anderem die Herleitung von Bewegungsgleichungen
aus diskretisierten Kontinua mit rauem Kontakt im Rahmen von Minimalmodel-
len. Diese beinhalten nur wenige Freiheitsgrade und haben den Vorteil einer über-
sichtlichen Verifizierung von Annahmen, die zu dem untersuchten System beste-
hen. In der Untersuchung von Strukturen mit komplizierter Geometrie mittels
finiten Elementen bilden Minimalmodelle häufig eine notwendige Vorstufe, um
ein grundsätzliches Verständnis für das technische System zu gewinnen. Für die
Reibleiste werden nun verschiedene Minimalmodelle hergeleitet, die höchstens
20 Freiheitsgrade beinhalten.
Eine semiaktive Regelung verändert durch Stellkräfte die Normalkräfte in den
Kontakten, so dass die Reibkräfte eine möglichst hohe Dissipationsleistung ver-
richten. Wenn diese Normalkräfte direkt vorgegeben werden können, zeigen Er-
gebnisse von Rechnungen, dass die Dissipationsleistung weit über der passiver
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Dämpfung liegt. In verfeinerten Modellen der Reibleiste hängen die Normalkräf-
te jedoch auf dynamische Weise mit den Stellkräften zusammen. In diesem Fall
ist die Einführung eines LCP für die Berechnung der Normalkräfte in den Reib-
kontakten notwendig. Um Abheben in den Kontaktpunkten zu vermeiden, muss
für jede Stellkraft eine untere Schranke bestehen. Diese führt in dem untersuchten
Regelungskonzept dazu, dass auch im geregelten Fall Haften auftritt. Trotzdem
war die Dissipationsleistung der semiaktiv geregelten Systeme über der der passiv
gedämpften. Es ist also in allen untersuchten Fällen vorteilhaft, für die Dissipa-
tion von Schwingungsenergie semiaktive Regelungen einzusetzen.
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Abstract
This work deals with semiactive control of layered beams, who stay in contact.
In technical systems the major part of unwanted dissipation takes place at joints
and bearings. Friction due to rough contact can contribute to this. Sometimes
this effect is used by purpose. Examples are bearings of turbine blades, joints
in space structures and also layered beams. Layered beams form an interesting
example, representative for mechanical systems with a set of rough, uninterrupted
contacts.
A precondition for the semiactive control of layered beams is the understanding
of its passive behavior under friction forces. For this reason a series of models
is introduced. Rough contact leads to unilateral constraints. In this case the
associated forces do not fulfil a set of equations, but a combination of inequalities
and equations, so-called complementary constraints. They lead to optimization
problems that will be investigated for a general case. The general problem depends
on the knowledge of the normal forces. If they are already known, the computation
of the tangential forces leads to a quadratic minimization problem (QP). If the
normal forces are not known and sliding surfaces appear, the computation leads to
a linear complementarity problem (LCP). Generally, the calculation of constraint
forces can be formulated as an optimization problem.
A part of this work deals with minimal models, originating from discretized
continua with rough contact. By definition they contain few degrees of freedom
and they admit a basic analysis of a technical system on a low level of complexity.
Before details are taken into consideration, minimal models are often a good
starting point of an analysis. In this work, different minimal models for the system
of layered beams are introduced, that contain maximal 20 degrees of freedom.
In the presented system the actuating forces of the semiactive control change
the normal forces. This influences the friction forces, which can be used to increase
dissipation. If the normal forces can be actuated directly, simulation results show,
that the dissipation increases in comparison to the passive case. In refined models
the normal forces depend dynamically on the actuator forces. In this case the
calculation of the normal forces requires the solution of a linear complementarity
problem at every instant. Here it is necessary to bound the actuator forces from
below to exclude lift-off. This can lead to sticking contacts, but the resulting
dissipation still exceeds the passive case. In all cases, that have been investigated,
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1.1 Thema der Arbeit
Diese Arbeit behandelt die semiaktive Regelung von geschichteten Balken, die
zeitlich durchgehend im rauen Kontakt zueinander stehen. Dabei ist zum einen
die dafür notwendige Simulation von Kontinua im rauen Kontakt eine interessante
theoretische Fragestellung. Zum anderen gibt es für den Einsatz geregelter Reib-
kräfte viele Anwendungen aus Bereichen wie dem Maschinenbau, dem Bauwesen
oder der Raumfahrt.
Bei technischen Systemen tritt häufig ein Großteil des unbeabsichtigten mecha-
nischen Energieverlustes an Verbindungs- und Fügestellen auf [30]. Dazu gehört
die Dissipation an rauen Verbindungsflächen, die man auch bewusst einsetzt, un-
ter anderem bei der Lagerung von Turbinenschaufeln [69], Schraubenverbindun-
gen in Raumfahrt-Strukturen [24, 90] und verschraubten Balken mit Reibflächen,
so genannten Reibleisten [70, 91].
Angeregt durch die aktive Regelung von Stoßdämpfern [41] erschienen die ers-
ten Arbeiten zur Erhöhung der Dissipationsleistung von Reibkraft-gedämpften
Fahrwerken durch Regelungen. Dafür wird die Normalkraft in einem rauen Kon-
takt so verändert, dass die Reibkraft bei der Relativbewegung möglichst viel
Arbeit verrichtet. Zu den bereits untersuchten Anwendungen gehört die Rege-
lung einzelner Schraubverbindungen [6, 60] und es gibt Arbeiten, die sich mit
dem Schutz von Gebäuden und Brücken gegen Erdbeben beschäftigen [38].
Die so angewandten Regelungskonzepte gehören zu den semiaktiven, das heißt,
es werden Parameter verändert, zu denen neben den Normalkräften in Reibkon-
takten auch Dämpfung und Steifigkeit gehören können. Semiaktive Regelungen
durch Reibung haben den Vorteil von inhärenter Stabilität, Robustheit und gerin-
gem Energiebedarf [72]. Die Änderung der genannten Parameter erschwert aller-
dings allgemein die mathematische Untersuchung. Wenn Steifigkeit oder Dämp-
fung durch eine Regelung verändert werden, treten bei den Differentialgleichun-
gen des geschlossenen Regelkreises nichtlineare Terme auf. Durch das Auftreten
von Reibung kommen weitere mathematische Probleme hinzu, auf die später ein-
gegangen wird.
Die in der Untersuchung der Reibleiste auftretenden Bewegungsgleichungen
bilden ein Beispiel aus einer Klasse von mechanischen Modellen, bei denen raue,
zeitlich durchgehende Kontakte auftreten. Viele theoretische Annahmen in dieser
Arbeit hierzu schließen nichtholonome Nebenbedingungen ein, wie sie bei flächi-
gen Kontakten auftreten. Dessen ungeachtet beschränkt sich die Arbeit auf die
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einfacher zu behandelnden linienförmigen Kontakte. Das hier vorgestellte Mo-
dellierungsvorgehen kann für die Integration vieler kontinuierlicher Systeme mit
rauem Kontakt verwendet werden. Diese so hergeleiteten Minimalmodelle mit we-
nigen Freiheitsgraden ermöglichen dann eine Analyse ohne auf die Verwendung
kommerzieller FEM-Programme angewiesen zu sein, deren Einschränkungen spä-
ter angesprochen werden.
1.2 Stand der Technik und Literatur
1.2.1 Semiaktive Regelung
Der erste Beitrag zu dem Thema semiaktiver Regelungen stammt von Karnopp
[42]. Motivation hierzu war die eingeschränkte Leistungsfähigkeit passiver Kon-
struktionen, sowie die Kosten und Anfälligkeit aktiv geregelter auf der anderen
Seite. Karnopp zeigt, dass semiaktive Regelungen ohne die Nachteile aktiver an
deren Leistungsfähigkeit heranreichen. Semiaktive Regelungen schließen die Ver-
änderung von Steifigkeit und Dämpfung ein. Zu den hierfür verwendeten Mate-
rialien gehören magneto-rheologische Fluide [79], elektro-rheologische Fluide[43,
51, 89], Gedächtnis-Legierungen [65, 67] und weitere Werkstoffe. Hurlebaus &
Gaul geben hierzu einen Überblick [35]. Ein schon länger verwendeter Werkstoff
sind Piezokeramiken, die als Sensor und auch Aktor eingesetzt werden, siehe
Preumont [72] und Casciati [12]. Die Dämpfung von Balken mit direkt aufge-
brachten piezokeramischen Aktoren wird von Guyomar [28] behandelt.
Die Änderung der Steifigkeit durch eine semiaktive Regelung und damit zusam-
menhängende Fragen optimaler Steuerung erscheinen in Arbeiten von Liu [52]
und Renzi [74]. Die Änderung von Reibkräften durch die Normalkraft wird im
Zusammenhang mit einem vereinfachten Fahrwerks-Modell von Lane [46] und
Stammers [81] angesprochen, in einem ähnlichen mechanischen Modell, das die
Dämpfung von Turbinschaufeln abbildet, von Dupont [17]. Wie diese Technik
im Erdbebenschutz eingesetzt werden kann, wird von Inaudi [38] behandelt. Bei
Schrauben, deren Vorspannkraft durch piezokeramische Stapelaktoren verändert
wird, gibt es Veröffentlichungen von Gaul [25], Nitsche [60] und Becker [6]. Die-
se drei letztgenannten Arbeiten aus der Arbeitsgruppe von Prof. Gaul an der
Universität Stuttgart stehen im engen Zusammenhang mit der hier vorliegenden
Arbeit. Die hier untersuchte Reibleiste wurde dort entworfen und zu Demonstra-
tionszwecken in Vorlesungen verwendet. Eine mit piezokeramischem Stapelaktor
versehene Schraubenverbindung wurde von Gaul patentiert [23].
Zu weiteren Phänomenen wie der Veränderung der Oberflächen im Verlauf
der Nutzung, dem Einfluss der Temperatur, von Zwischenschichten, und der ge-
naueren Beschreibung von Rauheit geben Bowden und Tabor eine Zusammen-
fassung [7]. Semiaktive Regelungen, die Reibkontakte verwenden, benötigen ein
Modell für die dort auftretenden Reibkräfte. In dieser Arbeit wird ein einfaches
Gesetz verwendet, aber es gibt eine Vielzahl komplexerer Modelle wie das von
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Valanis [24], das von Dahl und dessen Erweiterungen durch Bliman-Sorine und
LuGre [36]. Armstrong-Hélouvry [4] stellt ein Rauheits-Modell mit sieben Para-
metern vor. Eine Übersicht über die Modellierungsmöglichkeiten für reibungs-
induzierte Kräfte und eine genaue Beschreibung des Übergangs von Haften zu
Gleiten steht bei Ibrahim [37].
1.2.2 Kontaktmechanik
Die Spannungen durch das Aufeinanderpressen von Körpern bei kleiner Kontakt-
fläche gegenüber den Körperabmessungen wurden zum ersten Mal von Hertz [34]
berechnet. Er fand eine Analogie zwischen einem Problem aus der Elektrosta-
tik und dem des Kontaktes, die die Berechnung der Spannungen ermöglichte.
Die tangentialen Kräfte im Kontakt durch Relativbewegung erscheinen früh in
der wissenschaftlichen Literatur bei Amontons [1], und später bei Coulomb [15],
nach dem die einfachste Modellierung der Reibkräfte benannt ist. Die tangentiale
Spannungsverteilung, die auftritt, wenn zwei Körper aufeinander abrollen, wurde
hingegen erst sehr viel später untersucht, vor allem im Kontakt zwischen Rad
und Schiene. Carter [11] und Fromm [22] fanden unabhängig voneinander in den
30er Jahren Haft- und Gleitgebiete für dieses Problem. Eine Untersuchung des
Rad-/Schiene-Kontaktes unter Berücksichtigung numerischer Aspekte wurde von
Kalker [40] veröffentlicht. Das Buch [39] von Johnson stellt viele Ergebnisse aus
dem Kontakt zwischen Kontinua zusammen, darunter auch zu den Themen Stoß
und Gleitschichten.
Die Differentialgleichungen der Kontaktmechanik sind durch komplementäre
Nebenbedingungen charakterisiert, sowohl im normalen als auch im tangentia-
len Fall. Lanczos [45] und Hamel [32] erwähnen, dass schon Fourier eine Un-
gleichung für die virtuelle Arbeit eines Systems unter Kontakt formuliert. Sie
gehen allerdings nicht näher auf die mathematischen Folgen ein (siehe auch [54]).
Eine genauere Behandlung des Themas erfolgte erst durch die Variationsformu-
lierung für den statischen Normalkontakt elastischer Körper. Das Problem ist
nach Signorini [77] benannt, dessen Schüler Fichera dafür einen Existenz- und
Eindeutigkeitsbeweis veröffentlichte [19]. Es war der Ausgangspunkt für die Un-
tersuchung von Variationsungleichungen. Hierfür sind viele mathematische Er-
gebnisse von Duvaut & Lions zusammengestellt worden [18].
Die theoretische Einbindung der Kontaktkräfte in die klassische Mechanik kann
über ein verallgemeinertes Potential geschehen. Wichtige Arbeiten hierzu stam-
men von Panagiotopoulos [64] und Glocker [27]. Der mathematische Hintergrund
dieses Ansatzes bildet die konvexe Analysis [13, 75].
1.2.3 Finite Elemente und Mehrkörpersysteme
Kontakt zwischen Kontinua wird in gängigen Berechnungsprogrammen mit fi-
niten Elemente modelliert [44, 47, 61]. Die möglicherweise große Anzahl von
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Freiheitsgraden führt allerdings dazu, dass in den gängigen Algorithmen mit
regularisierten Reibungsgesetzen gearbeitet wird, bzw. mit Strafverfahren [92].
Dadurch ist die Reibkraft nicht mehr Ergebnis komplementärer Nebenbedingun-
gen, sondern eine stetige Funktion mit stark bereichsabhängiger Dämpfung. Der
analytische Zusammenhang mit dem Ergebnis einer komplementaritäts-basierten
Rechnung ist unklar, und die resultierenden steifen Differentialgleichungen sind
numerisch problematisch.
Neben der Untersuchung von Kontinua ist der Kontakt zwischen starren Kör-
pern von Interesse. Dynamische Probleme mit Reibung können schon bei einem
Freiheitsgrad zu chaotischem Verhalten führen [71, 76]. Außerdem gibt es Fälle,
in denen Lösungen für bestimmte Anfangswerte nicht mehr eindeutig sind oder
nicht mehr existieren. Ein Beispiel hierfür stammt von Painlevé [62, 63]. Das Ein-
treten von Normalkontakt zwischen starren Körpern ist mit Stößen verbunden,
deren theoretische Eigenschaften und numerische Berücksichtigung Gegenstand
gegenwärtiger Forschung sind [8, 26, 49, 50, 58]. Einige Arbeiten zum Stoß zwi-
schen starren Körpern enthalten Techniken, die sich auf die diskretisierten Glei-
chungen von Kontinua übertragen lassen. Diese Arbeit verwendet eine ähnliche
lineare Komplementaritäts-Formulierung wie Pfeiffer & Glocker [68] und greift
auf Indexmengen zurück, wie sie auch bei Lötstedt [53] auftreten.
1.2.4 Dynamische Systeme mit Komplementaritäts-Bedingungen
Die frühe Theorie zum Auftreten von Reibung in dynamischen Systemen ist eng
verbunden mit dem Gebiet von Differentialgleichungen mit unstetiger rechter Sei-
te. Diese treten auch in der Regelungstheorie auf, wenn diskontinuierliche Rück-
führungen verwendet werden. Utkin [86] hat die so entstehenden Gleichungen
untersucht, und die Bewegung auf den Diskontinuitätsflächen im Phasenraum als
’sliding mode’ bezeichnet. In einem mechanischen System tritt dieser Zustand im
Phasenraum bei Haften auf. Frühe mathematische Arbeiten zu Differentialglei-
chungen mit unstetiger rechter Seite stammen von André & Seibert [2, 3] und
Taubert [85]. Viele wichtige Ergebnisse sind von Filippov [20, 21] veröffentlicht
worden. Das gleichzeitige Auftreten mehrerer Diskontinuitätsflächen wird von
Filippov jedoch nur kurz behandelt, was die Anwendung auf dynamische Systeme
mit mehreren Freiheitsgraden erschwert. Die in den damaligen Arbeiten entwi-
ckelte Theorie wurde im Laufe der Zeit zu einem Teilproblem der differentiellen
Einschließungen (siehe Aubin & Cellina [5] oder Smirnov [78]). Zwischen dif-
ferentiellen Einschließungen, Variationsungleichungen und Komplementaritäts-
Formulierungen dynamischer Systeme besteht ein enger Zusammenhang. Erläu-
terungen hierzu liefern Brogliato et al. [9] und Cottle et al. [14].
Bei nicht-regularisierter Reibung muss die Integration zu jedem Zeitpunkt
die begleitenden Komplementaritäts-Bedingungen berücksichtigen. Das geschieht
unter anderem in den Arbeiten von Stewart [82, 83], Dontchev [16], Monteiro
Marques [57], van der Schaft [88] und Heemels [33]. Die Normalkräfte in einem
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Kontaktpunkt und ebenso die Normalspannungen in einem Kontaktgebiet können
durch Vorüberlegungen zu Beginn der Rechnung bekannt sein. Im allgemeinen
sind sie aber zeitabhängige Zwangskräfte, deren Berechnung in einer dynami-
schen Modellierung zu jedem Zeitpunkt eine offene Frage ist. Da die Normalkräf-
te nicht nur als Zwangskräfte, sondern auch als unbekannte Größe im Reibkraft-
gesetz erscheinen, ist ihre Berechnung nicht analog zu anderen Zwangskräften
möglich. Die Arbeit geht später genauer auf dieses Thema ein. Die begleitenden
Bedingungen ergeben bei bekannten Normalkräften zu jedem Zeitpunkt ein qua-
dratisches Minimierungsproblem (QP), und bei unbekannten Kräften ein linea-
res Komplementaritäts-Problem (LCP). Beide Probleme sind verwandt: Unter
Ungleichungs-Nebenbedingungen stellen die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen
des QPs ein LCP dar; umgekehrt lässt sich das LCP als QP formulieren. Da die
Matrix des quadratischen Terms im letzten Fall aber allgemein unsymmetrisch ist
— die Information aus dem asymmetrischen Teil erscheint in den Nebenbedingun-
gen — geht eine Voraussetzung gängiger Lösungsalgorithmen verloren. Das LCP
hat gegenüber dem QP viele eigenständige Eigenschaften, über die Cottle et al.
einen Überblick geben [14].
1.3 Einteilung der Arbeit
Die Arbeit beginnt im Kapitel 2 mit einer Untersuchung des Coulomb-Gesetzes.
Dieses schreibt die Berechnung einer Kraft vor, die in der gemeinsamen Tangen-
tialebene zweier sich berührender Körper auftritt. Im Gegensatz zu Rückstell-
oder Dämpferkräften sind die Haftkräfte aus dem Coulomb-Gesetz nicht aus-
drücklich als Funktion von Lage oder Geschwindigkeit gegeben. Verschwindende
Relativgeschwindigkeit in einem Zeitpunkt ist nur eine notwendige Bedingung
für Haften, aber nicht hinreichend. Deshalb wird dieser Zustand als ’vorläufiges
Haften’ eingeführt. Um die Frage nach Haften oder Gleiten für so einen Zeit-
punkt beantworten zu können, wird eine komplementäre Formulierung des Ge-
setzes vorgestellt. Diese Art von Formulierung erscheint immer, wenn einseitige
(unilaterale) Zwangsbedingungen erfülllt werden müssen. In der komplementä-
ren Formulierung des Coulomb-Gesetzes bestehen notwendige und hinreichende
Bedingungen zwischen den Beschleunigungen und Tangentialkräften.
Im Folgenden beschäftigt sich die Arbeit damit, dass in einem mechanischen
System mehrere raue Kontakte auftreten. Dann ist es hilfreich, diese nach der
momentanen Relativgeschwindigkeit in Mengen einzuordnen. Diese werden In-
dexmengen genannt, und bilden im zeitlichen Verlauf die Haft- und Gleitzustände
des Systems ab. Bis dahin wurden die Tangentialkräfte für einen festen Zeitpunkt
berechnet, aber nicht im zeitlichen Verlauf. Die Bewegungsgleichungen eines Sys-
tems mit Tangentialkräften aus rauem Kontakt erfüllen nicht die Voraussetzungen
klassischer Existenz- und Eindeutigkeitssätze. Deshalb werden differentielle Ein-
schließungen eingeführt, und einige wichtige Eigenschaften von diesen diskutiert.
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Kapitel 3 behandelt Optimierungsprobleme, die im Zusammenhang mit kom-
plementären Nebenbedingungen auftreten. Zu diesen gehört das quadratische
Minimierungsproblem (QP) und das lineare Komplementaritäts-Problem (LCP).
Diese werden für verschiedene Klassen von Bewegungsgleichungen hergeleitet und
jeweils mit einem Beispiel illustriert. Die Einleitung zu diesen beiden Problemen
bildet das Kap. 3.2, in dem ein unrestringiertes Minimierungsproblem vorgestellt
wird für die Berechnung von Kräften aus zweiseitigen (bilateralen) Zwangsbedin-
gungen. Dieses Verfahren bildet ein Bindeglied zwischen der Behandlung unila-
teraler und bilateraler Bindungen.
Das Kapitel 4 untersucht die Reibleiste als Beispiel eines Systems mit rauen
Kontakten. Dabei werden beide beteiligten Körper als Balken mit zusätzlichen
Stabeigenschaften modelliert. Diese können an einzelnen Punkten Reibkräfte auf-
einander übertragen. Ausgehend von den Bewegungsgleichungen des Kontinuums
erscheinen nach der Diskretisierung gewöhnliche Differentialgleichungen, in denen
die Tangentialkräfte der Kontakte als äußere Kräfte erscheinen. Zusammen mit
den dazu gehörigen unilateralen Zwangsbedingungen ist die Berechnung dieser
Kräfte zu jedem Zeitpunkt über ein Optimierungsproblem möglich. Es werden
zwei Klassen von Problemen vorgestellt, die sich darin unterscheiden, ob die Nor-
malkräfte in den Kontakten zu Beginn der Rechnung bekannt sind oder nicht.
In Abhängigkeit von dem für die Reibleiste gewähltem Modell können dort beide
Klassen von Optimierungsproblemen erscheinen. Das Kapitel enthält für beide
Fälle die Ergebnisse aus einer exemplarischen numerischen Integration und dis-
kutiert diese. Alle im Text vorgestellten Rechnungen wurden auf einem PC mit
2,1GHz-Prozessor durchgeführt. Das Programm zu dem vorgestellten Integrati-
onsverfahren ist mit Hilfe des Software-Pakets Matlab geschrieben.
Im anschließenden Kapitel 5 wird am Beispiel von Reibleisten untersucht, auf
welche Weise ein geschlossener, semiaktiver Regelkreis die Dissipation gegenüber
dem passiven Fall steigert. Dabei treten wiederum zwei Fälle auf. Entweder die
Normalkräfte in den Reibkontakten sind direkt als Stellkräfte verwendbar. Oder
die Stellkräfte führen auf eine Art und Weise zu den Normalkräften, dass diese
— unabhängig von der Art der Regelung — zu jedem Zeitpunkt erst berechnet
werden müssen. Das hängt bei der Reibleiste von der Art der Modellierung ab. Au-
ßerdem werden die Konzepte von Haftraum und Diskontinuitätsraum eingeführt,
um anhand dieser zu untersuchen, auf welche Weise Systeme mit rauen Kontakten
durch eine Regelung beeinflusst werden können. In mehreren Rechnungen wer-
den die Auswirkungen unterschiedlicher Regelungen miteinander verglichen, und
Ergebnisse präsentiert. Den Abschluss der Arbeit bildet eine Zusammenfassung
in Kapitel 6.
Zusammenhänge und Gleichungen, die in einem Kapitel zentrale Bedeutung
haben, werden durch einen Strich zum Seitenrand hin hervorgehoben.
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2.1 Das Reibkraftgesetz nach Coulomb
Wenn im Kontakt zwischen rauen Kontinua Tangentialkräfte auftreten, können
verschiedene Gesetze für die Modellierung verwendet werden. Es gibt eine Viel-
zahl von Modellen unterschiedlicher Komplexität. Die Details einer realistischen
Reibabbildung stehen bei dieser Arbeit nicht im Vordergrund. Hier wird das lo-
kale Coulomb-Modell verwendet, dass sich auf die Unterscheidung der Zustände
Haften und Gleiten konzentriert und in dem die Reibkräfte linear von der Nor-
malkraft abhängen. Es existieren viele Erweiterungen dieses Modells, wie zum
Beispiel die Geschwindigkeitsabhängigkeit der Gleitkräfte, deren zusätzliche Be-
rücksichtigung geringen Aufwand bereitet. Das Reibkraftgesetz von Coulomb wur-
de ursprünglich für die resultierende Kraft zwischen starren Körpern formuliert,
lässt sich aber auf ortsabhängige Spannungen oder Einzelkräfte übertragen.
Die tangentiale Kraft in einem Kontaktpunkt fT hängt nach Coulomb von der
normal auf der tangentialen Fläche des Kontaktpunktes stehenden Kraft fN ab.
Außerdem gehen in das Gesetz die sich berührenden Materialien ein, charakte-
risiert durch den Reibkoeffizienten µ, und die Richtung der Relativgeschwindig-
keit s˙T (siehe Abb. 2.1). Die Formulierung zur Berechnung der tangentialen Kraft
ist dann
fT = − sign(s˙T)µfN, s˙T 6= 0, (Gleiten),
fT ≤ |µfN| , s˙T = 0, (Haften).
(2.1)
Dabei ist der so beschriebene Zusammenhang zwischen Kräften und Geschwin-
digkeiten nicht zu jedem Zeitpunkt hinreichend und notwendig. Die folgenden
Überlegungen verdeutlichen das. Für ein Zeitintervall
T = [t1, t2] , (2.2)
in dem fast überall s˙T 6= 0 gilt1, ist die Abbildung an den Orten nichtverschwin-
dender Relativgeschwindigkeit exakt vorgegeben. An einzelnen Zeitpunkten die-
ses Intervalls mit s˙T = 0 gilt jedoch kein Haften. Diese Tatsache lässt sich in einer
integralen Formulierung der Differentialgleichung der Bewegung berücksichtigen,
wenn das Integral nach Lebesgue verstanden wird. Es besteht eine mathematische
Theorie für die so definierte Lösung einer Differentialgleichung der Bewegung nach
1Damit ist gemeint, dass die Menge M ⊂ T der Zeitpunkte mit dieser Eigenschaft das
Lebesgue-Maß µ(M) = 0 hat.
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Caratheódory [21]. Die dann verwendeten Annahmen über die rechte Seite der Dif-
ferentialgleichung sind weniger einschränkend als die klassischen Voraussetzungen
von Picard-Lindelöf (siehe [10]).
Als nächstes wird ein Zeitintervall zu Beginn von T untersucht,
T1 = [t1, t] , t < t2, (2.3)
und es gilt s˙T(t) = 0. Dann ist die Bestimmung des unmittelbar folgenden Zustan-
des ’Haften/Gleiten’ nach Gl. (2.1) unklar. Handelt es sich um einen einzelnen
Zeitpunkt mit dieser Eigenschaft, und das folgende Zeitintervall
T2 = (t, t2] (2.4)
beginnt mit Gleiten, kann die Lösungstheorie nach Caratheódory angewendet wer-
den. Da jedoch auch Haften eintreten könnte, muss einerseits die Entscheidung
über den Kontaktzustand getroffen werden, und Gl. (2.1) ist in dieser Formulie-
rung nicht hilfreich. Zum anderen ist die für ein Zeitintervall T nötige Lösungs-
theorie in diesem Fall nicht mehr nach Caratheódory möglich. Diese Frage wird
später wieder aufgegriffen.
Die Entscheidung über Haften oder Gleiten, zusammen mit der damit verbun-
denen tangentialen Kontaktkraft, ist möglich über eine neue Formulierung des
Kontaktgesetzes, die auf die oben beschriebenen Probleme eingeht. Die Formulie-
rung basiert auf komplementären Bedingungen, was auf verschiedene Art erfolgen
kann. Diese Arbeit verwendet die Formulierung auf Ebene der Beschleunigungen
(siehe auch [27]):
Für jeden Zeitpunkt t mit s˙T(t) = 0 gilt
fT ∈

{µfN}, s¨T(t) < 0,
{−µfN}, s¨T(t) > 0,
(−µfN, µfN) , s¨T(t) = 0.
(2.5)
In jedem Zeitpunkt mit s˙T(t) 6= 0 gilt
fT = −µfN sign(s˙T). (2.6)
Der Zusammenhang zwischen Kraft und Beschleunigung ist in der Formulie-
rung (2.5) hinreichend und notwendig, im Gegensatz zu dem Zusammenhang
zwischen Kraft und Geschwindigkeit in Gl. (2.1). Die Gleichungen (2.5) und (2.6)
bilden die Formulierung des Coulomb-Gesetzes, wie es im Folgenden verwendet
wird.
Wenn mehrere Punkte eines mechanischen Systems im rauen Kontakt stehen,
ist also für die Tangentialkraft bei s˙T = 0 keine explizite Gleichung gegeben.
Es gibt vielmehr einen Satz von Gleichungen und Ungleichungen, aus denen die






Abbildung 2.1: Der raue Kontakt zwischen zwei als Kontinua modellierten Körpern. Die
zeitliche Änderung der Verschiebung sT am Ort x gegenüber dem Kontaktpartner führt
zu (verteilten) Kräften in Normalenrichtung fN und in tangentialer Richtung fT.
dynamischen System miteinander gekoppelt sind, stellt sich die Frage, wie die-
se berechnet werden können. Ein Vorgehen nach dem Prinzip Versuch und Irr-
tum scheidet wegen des fehlenden analytischen Einblicks und kombinatorischen
Reichtums möglicher Kontaktzustände aus. So erhält man für die drei Zustände
’Gleiten nach links/rechts’ und ’Haften’ bei n Kontakten die schnell wachsende
Zahl von 3n Kontaktzuständen. Die Antwort auf diese Frage ist im Rahmen von
Optimierungsproblemen möglich, die im Kapitel 3 angesprochen werden. Zuerst
einmal ist es für die Berechnung der Tangentialkräfte bei mehreren Kontakten
hilfreich, die Zustände ’Haften’ und ’Gleiten’ mit Indexmengen einzuordnen.
2.2 Indexmengen
Die nK Kontaktpunkte ergeben eine Menge von Indizes
IK = {1, 2, . . . nK}. (2.7)
Zu einem festen Zeitpunkt kann IK in zwei disjunkte Mengen unterteilt werden,
die sich in den Relativgeschwindigkeiten der Kontaktpunkte s˙Ti unterscheiden,
IK = IG ∪ IH, (2.8)
IG := {i ∈ IK : s˙Ti 6= 0}, (2.9)
IH := {i ∈ IK : s˙Ti = 0}. (2.10)
IH ist noch nicht die Menge der Kontaktpunkte im Haftzustand, denn die Bedin-
gung s˙Ti = 0 an einem einzelnen Zeitpunkt ist für Haften zwar notwendig, aber
nicht hinreichend. Alle Punkte mit dieser Eigenschaft heißen deshalb im Folgen-
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den vorläufige Haftpunkte. Die Menge der Indizes aus IH mit der Eigenschaft
verschwindender Relativgeschwindigkeit für einen Zeitpunkt und Gleiten in des-
sen Umgebung ist ID. Alle anderen Indizes aus IH stehen für Kontaktpunkte, die
wirklich haften,
IHˆ := IH\ID. (2.11)
Die Menge aller Indizes von Punkten im gleitenden Kontakt ist dann
IGˆ := IG ∪ ID. (2.12)
Damit ist die Aufteilung der nK Kontaktpunkte in gleitende und haftende Kon-
takte eindeutig gegeben durch
IK = IHˆ ∪ IGˆ. (2.13)
Die Zuordung zu IHˆ bzw. IGˆ ändert sich mit der Zeit, und Teil einer Kontakt-
Rechnung ist die Bestimmung von ID(t).
Mit Hilfe dieser Index-Mengen kann man nun die Tangentialkräfte fT zerle-
gen in einen Anteil von Kräften, deren Kontakte mit Sicherheit im Gleitzustand
sind, fG, und einen Anteil fH, dessen Kontakte vorläufig haften. Dafür werden
Matrizen definiert, die der Auswahl bestimmter Indizes dienen,
(PH)ij =
{
1, i ∈ IK und j ∈ IH




1, i ∈ IK und j ∈ IG,
0, i /∈ IK oder j /∈ IG.
(2.15)
Wenn sich nicht alle Kontakte im gleichen Zustand befinden, gilt
fT = PHfH + PGfG (2.16)
und
fH = PTH fT, (2.17)
fG = PTG fT. (2.18)
In den Grenzfällen ist diese Zerlegung nicht notwendig,
fH = fT (IG = ∅), (2.19)
fG = fT (IH = ∅). (2.20)
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2.3 Dynamische Systeme mit Reibkräften
Ausgangspunkt der folgenden Überlegungen ist eine Bewegungs-Differentialglei-
chung
Mq¨ = h(q, q˙) + GTfT. (2.21)
Bewegungsgleichungen dieser Art werden in Kap. 3.3 näher untersucht2. Bei die-
sem mechanischem System mit n generalisierten Koordinaten und nK Reibkon-
takten (nK ≤ n) treten die folgenden Größen auf:
• Der Vektor der generalisierten Koordinaten q ∈ Rn in Abhängigkeit von
der Zeit t, und seine Ableitung, die generalisierte Geschwindigkeit q˙;
• die Massenmatrix M ∈ Rn×n, positiv definit und symmetrisch;
• die Kräfte aus tangentialem Kontakt, fT ∈ RnK , und alle anderen Kräfte,
h ∈ Rn;
• die kinematische Matrix der Tangentialkräfte GT ∈ Rn×nK , die die Kon-
taktgeschwindigkeiten auf die generalisierten Geschwindigkeiten abbildet.
Die Spaltenvektoren von GT sind linear unabhängig.
Für einen Kontaktpunkt i ∈ IK soll gelten, dass die lokale Relativgeschwindig-
keit linear von den generalisierten Geschwindigkeiten abhängt. Das ist immer der
Fall, wenn die Bindung eines Systems bei Haften holonom und skleronom ist,
s˙Ti = (gTi)Tq˙ = 0. (2.22)
Dabei ist gTi eine Spalte der kinematischen Matrix GT (siehe Kap. 3.2 und 3.3).














eine Hyperebene im Phasenraum,
Mi := {x : nTi x = 0 }. (2.25)
Wenn die Matrix GT vom Ort oder von der Geschwindigkeit abhinge, würde
diese Punktmenge eine gekrümmte Mannigfaltigkeit im Phasenraum formen. Die
folgenden Überlegungen beschränken sich aber auf den Fall mit konstantem GT,
2Die Herleitung dieser diskreten Formulierung aus einem Kontinuums-Modell wird am
Beispiel der Reibleiste in Kap. 4 gezeigt.
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so dass die Elemente der Menge Mi einen linearen Vektorraum bilden. Jede
HyperebeneMi teilt den Phasenraum in zwei Mengen
M+i := {x : nTi x > 0 }, (2.26)
M−i := {x : nTi x < 0 }. (2.27)
Da die Gleitkräfte bei einem Übergang zwischen M+i und M−i das Vorzeichen
wechseln (siehe Gl. 2.6), ist das Vektorfeld f(x), definiert durch
x˙(t) = f(x(t))
x(0) = x0, t ∈ [0, T ],
(2.28)
für alle x ∈ Mi unstetig. Aus diesem Grund wird so eine Hyperebene im Fol-
genden auch Diskontinuitätsraum oder -fläche genannt (siehe Abb. 2.2). Für den




i (x) := limx˜→x f(x˜), x˜ ∈M
+/−
i , x ∈Mi. (2.29)
Wenn nun für einen Zustand x beide Grenzwerte des Vektorfeldes in die Richtung
der Hyperebene zeigen, bleibt der Zustand dort. Das bedeutet, Gl. (2.22) wird
eingehalten, und das System haftet,




i > 0 : (Haften). (2.30)
Die zugehörige Lösungform heißt ’sliding solution’ [78, S.106], und die Bewegung
entlang der Mannigfaltigkeit Mi ’sliding mode’. Dieser Begriff stammt aus der
Regelungstheorie, siehe Utkin [86, 87]. Dabei bezieht sich das Wort ’sliding’ in
einem mechanischen System mit Reibung nicht auf den Vorgang des Gleitens,
sondern auf eine Lösungsform im Phasenraum. Zeigt genau einer der f+/−i (x)
weg von der Hyperebene, wird die Hyperebene verlassen, und es tritt Gleiten ein,




i > 0 : (Gleiten), (2.31)




i < 0 : (Gleiten). (2.32)
Ausführliche Untersuchungen hierzu stammen von Filippov [21],André&Seibert [2]
und Leine [48].
Bei der Zugehörigkeit von x zu mehr als einer Diskontinuitätsfläche müssen die
Grenzwerte (2.29) in allen Kombinationen derM+/−-Räume berechnet werden.
Die dabei verwendeten Funktionen sind jetzt untereinander gekoppelt. Der Wert
des Vektorfeldes selbst muss also vor einer Zuordnung in der Art von Gl. (2.30–
2.32) berechnet werden. Die Berechnung des Funktionswertes f(x) bei Vorliegen
einer Kopplung erfolgt über ein quadratisches Minimierungsproblem (QP), siehe
hierzu Kap. 3.3.
12













Abbildung 2.2: Beispiel einer Trajektorie für ein reibbehaftetes dynamisches System mit zwei
Freiheitsgraden. Vom Phasenraum wird nur eine Projektion abgebildet mit den generalisier-
ten Geschwindigkeiten q˙1 und q˙2, sowie qˆ, einer beliebigen, aber festen Linearkombination
der Lage-Koordinaten. Eingezeichnet sind die Projektionen von zwei Diskontinuitätsflä-
chen M1 und M2, und ihre projizierten Normalvektoren n1 und n2. Die gezeichnete
Trajektorie geht in Reihenfolge des Alphabets durch die benannten Punkte, dabei treten
die folgenden Kontaktzustände auf: In A herrscht Gleiten bezüglich M1 und M2, aber
vorläufiges Haften bezüglichM1. In B tritt Haften bezüglichM1 auf, in C haften beide,
und in D tritt das System wieder überall in den Gleitzustand.
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Im allgemeineren Fall unbekannter Normalkräfte, der später behandelt wird, er-
folgt die Berechnung über ein lineares Komplementaritäts-Problem (LCP), siehe
Kap. 3.4. Die Frage, ob diese Grenzwerte eindeutig sind und existieren, wird dann
über die Matrix des Optimierungsproblems beantwortet [84].
Die autonome Bewegungs-Differentialgleichung (2.28) erfüllt bei reibbehafteten
Systemen nicht mehr alle Voraussetzungen für klassische Existenz- und Eindeu-
tigkeitsbeweise. Der mögliche Vorzeichenwechsel der Gleitkräfte bei der Durch-
querung einer Hyperfläche Mi führt dazu, dass die rechte Seite von Gl. (2.28)
nicht mehr Lipschitz-stetig ist. Damit ist eine Voraussetzung für den Satz von
Picard-Lindelöf verletzt (siehe Hale [31]). Es gibt eine Erweiterung dieser Diffe-
rentialgleichungs-Theorie von Carathéodory [21], die unter schwächeren Voraus-
setzungen Lösungen garantiert. Hier können die Funktionen auf einer Nullmenge
nicht differenzierbar sein. Das tritt in der Mechanik zum Beispiel bei einer Schwin-
gung mit rauer Unterlage auf, wenn über das Zeitintervall um einen Wendepunkt
integriert wird. Diese Theorie macht aber keine Aussagen möglich für Systeme
mit mehreren Freiheitsgraden, in denen Haften auftritt. Einen Ausweg bietet die
Beschreibung mit Hilfe der folgenden
Definition 1 (Differentielle Einschließung). Die Zuordnung
x˙(t) ∈ F (x(t)),
x(0) = x0, t ∈ [0, T ]
(2.33)
mit der mengenwertigen Abbildung F , die jedem Punkt x ∈ Rn eine Menge
F (x) ⊂ Rn zuordnet, heißt differentielle Einschließung. Dabei muss x(t) absolut
stetig sein, erfüllt also mit dem Lebesgue-Integral




(siehe Aubin & Cellina [5]).
Dabei ist absolute Stetigkeit eine schwächere Forderung als Lipschitz-Stetigkeit.
Diese Definition schließt gewöhnliche Differentialgleichungen ein, denn diese kön-
nen mit F (x) = {f(x)} als differentielle Einschließung beschrieben werden. Wenn
die Menge F gewisse Eigenschaften erfüllt, kann die Existenz einer Lösung der
differentiellen Einschließung gezeigt werden. Für die Eindeutigkeit müssen zu-
sätzliche Forderungen an die Menge der Lösungsfunktionen Gl. (2.33) gestellt
werden. Im Fall der reibbehafteten Bewegungsgleichungen wird diese Frage durch
das begleitende Optimierungsproblem beantwortet.
Für die Definition einer Menge F (x) aus einer unstetigen Funktion f(x) gibt






cl co {(f(x + εBn)\M} (2.35)
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(cl: Abschluss, co: konvexe Hülle, Bn: Einheitskugel um Null im Rn, µ: Lebesgue-
Maß im Rn). Es gibt aber auch Fälle, bei denen F (x) direkt definiert wird,
zum Beispiel bei unterschiedlichen statischen und dynamischen Reibkoeffizienten
[76]. Im Folgenden wird weiterhin die Schreibweise einer Gleichung beibehalten,
und keine Mengenzuordnung verwendet, da diese in den Nebenbedingungen (2.5)
erscheint:
Mq¨ = h(q, q˙) + GTfT, fT ∈ [−µfN, µfN]nK . (2.36)
Die Auswahl eines Elementes aus der Menge erfolgt durch die Komplementari-
täts-Bedingungen in Gl. (2.5).
Beispiel: Differentialgleichung mit unstetiger rechter Seite
Die Differentialgleichung
x˙ = f(x) =
{
[ 1 −2 ]T , x2 + 1 ≥ 0
[ 1 1 ]T , x2 + 1 < 0
x(0) = x0, t ∈ [0, T ].
(2.37)
soll auf ihr Lösungsverhalten untersucht werden.
Abb. (2.3) zeigt, dass alle Trajektorien der Gl. (2.37) unabhängig von der
gewählten Anfangsbedingung bei ausreichend großem T zu einem Punkt mit
x2 = −1 laufen. Wegen der Werte von f in der Umgebung von









Abbildung 2.3: Die Trajektorien zu der Differentialgleichung (2.37). Ausgehend von der
Anfangsbedingung A trifft die Trajektorie bei B auf die Diskontinuitätslinie. Ab diesem
Zeitpunkt befindet sich das System in einem sliding mode.
15
2 Tangentialkräfte durch Reibung
kann die LösungM nicht verlassen. Auf der anderen Seite ist für diese Lö-
sung x˙2 ≡ 0 notwendig, was im Widerspruch zur Differentialgleichung (2.37)
steht.
Gl. (2.37) kann als differentielle Einschließung aufgefasst werden. Für die
Berechnung der zuzuordnenden Menge werden zuerst die Grenzwerte auf
beiden Seiten der Diskontinuitätslinie ausgerechnet,
f+(x) = [ 1 −2 ]T , (2.39)
f−(x) = [ 1 1 ]T , x ∈M. (2.40)
Nach Filippov ist dann
F (x) =
{
[ 1 h ]T , h ∈ [−2, 1], x ∈M,
{f(x)}, x ∈ R2\M.
(2.41)
Als zusätzliche Forderung soll für eine eindeutige Lösung gelten, dass die
Trajektorie aufM bleibt,
Fˆ (x) = [ 1 0 ]T ∈ F (x), x ∈M. (2.42)
Auf diese Weise ist die Lösung der Bewegung auf der Diskontinuitätslinie
mathematisch zulässig.
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3 Behandlung von Zwangsbedingungen über
Optimierungsprobleme
3.1 Einleitung
Zwangsbedingungen von mechanischen Systemen können bi- oder unilateral sein.
Im ersten Fall ist eine Gleichung zwischen den Koordinaten, Geschwindigkeiten
und der Zeit einzuhalten, im zweiten Fall eine Ungleichung. Damit trotzdem ge-
nügend Informationen für eine eindeutige Lösung gegeben sind, gibt es in diesem
Fall Zusatzforderungen in Gleichungsform. Nebenbedingungen, die durch eine
Kombination von Ungleichungen und Zusatzforderungen gebildet werden, hei-
ßen komplementär. Sowohl im tangentialen als auch im normalen Kontakt treten
komplementäre Nebenbedingungen auf. Es stellt sich die Frage, auf welche Art
die Zwangskräfte berechnet werden können, die für die Einhaltung dieser Bedin-
gungen sorgen.
Kontakte in mechanischen Problemen führen zu unilateralen Zwangsbedingun-
gen, die zusammen mit den Forderungen an die Kontaktkräfte komplementäre Ne-
benbedingungen bilden. Es stellt sich heraus, dass die Zwangskräfte das Minimum
einer Funktion bilden, dass also eine Variationsformulierung zur Verfügung steht.
Dabei dürfen die gesuchten Größen nur aus einem bestimmten Gebiet kommen,
das Optimierungsproblem ist also restringiert. Wenn die Normalkräfte in den
Kontakten bekannt sind, führt die Berechnung der Zwangskräfte auf ein quadra-
tisches Minimierungsproblem (QP). Sind die Normalkräfte unbekannt, und tritt
Gleiten auf, führt dies zu einem linearen Komplementaritäts-Problem (LCP).
Im bilateralen Fall sind Zwangskräfte über die Lösung eines linearen Glei-
chungssystems berechenbar. In Kap. (3.2) wird gezeigt, dass diese Aufgabe auch
mit Hilfe eines quadratischen Minimierungsproblems gelöst werden kann, in die-
sem Fall unrestringiert. Das ist möglich, weil die Lösung bestimmter linearer
Gleichungssysteme, zu denen das Untersuchte gehört, auch über eine Variati-
onsformulierung gefunden werden kann. Ein ähnliches Vorgehen findet in der
Schwingungslehre statt, wenn die Eigenwerte von Differentialgleichungen über
das Rayleigh’sche Prinzip bestimmt werden.
17
3 Behandlung von Zwangsbedingungen über Optimierungsprobleme
3.2 Zwangskraftberechnung über quadratische Minimierung
Betrachtet wird die Bewegungsgleichung eines mechanischen Problems mit einer
endlichen Anzahl von Freiheitsgraden,
M(q)q¨ = h(q, q˙, t). (3.1)
Dabei sind q und q˙ die generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten, t ist
die Zeit, und M die Massenmatrix mit den Eigenschaften
M = MT (symmetrisch), (3.2)
∀q˙ 6= 0 : q˙TMq˙ > 0 (positiv definit). (3.3)
Ausgehend von einem System mit n Freiheitsgraden soll das System jetzt r < n
zusätzlichen bilateralen Zwangsbedingungen unterliegen. Dieser Abschnitt be-
handelt das Thema der verallgemeinerten Kräfte, die für die Einhaltung dieser
Bedingungen sorgen. Die Zwangsbedingungen lauten allgemein, unter Einschluss
des nicht-holonomen und rheonomen Falls,
g(q, q˙, t) = 0. (3.4)
Der Sonderfall holonomer Zwangsbedingungen kann immer linear abhängig von
den Geschwindigkeiten q˙ formuliert werden. Es gibt also immer eine Darstellung
der Form
GT(q, t)q˙ + gˆH(t) = 0, (3.5)
die im Folgenden vorausgesetzt wird. Dann gilt ohne Beschränkung der Allge-
meinheit, dass die Ableitung der Zwangsbedingungen auf eine Gleichung der fol-
genden Art führt,







Die Unabhängigkeit der verschiedenen Zwangsbedingungen bedeutet, dass
rangG = r (maximaler Spaltenrang) (3.7)
gilt, was im Folgenden vorausgesetzt wird.
Nach dem Prinzip von Jourdain werden die zusätzlichen generalisierten Kräf-
te λ aus den Bedingungen (3.4) auf die folgende Weise berücksichtigt:
M(q)q¨ = h(q, q˙, t) + G(q, q˙, t)λ. (3.8)
(siehe [66]). Das Einsetzen von (3.8) in (3.6) führt dann auf eine Gleichung, die
linear in λ ist,
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Aλ+ b = 0, (3.9)
A = GTM−1G,
b = GTM−1h + gˆ.
A ist symmetrisch, und zusätzlich gilt
Lemma 1 (Definitheit von A). Für
(
M ∈ Rn × Rn : M = MT,M > 0
)
und(
G ∈ Rn ×Rr, r < n : rangG = r
)
gilt für A = GTM−1G
A > 0. (3.10)
Beweis: Die Matrix G˜ wird definiert durch die Ergänzung von G um (n−r) be-
liebige Spalten, aber so, dass G˜ regulär ist. Das ist immer möglich durch die Wahl
einer Basis des orthogonalen Komplements zum Raum, der von den Spalten von
G aufgespannt ist. Dann ist A˜ := G˜TM−1G˜ positiv definit, denn die Inversion
von M erhält deren Definitheit, und die darauf folgende Kongruenztransformation
mit G ebenso (Trägheitssatz von Sylvester). Mit der Einheitsmatrix E ∈ Rr×Rr
gibt es dann eine eindeutige (n, r)-Matrix P = [ E 0 ]T, und A = PTA˜P. A ist
dann aber ein Hauptminor von A˜, und damit ist A ebenso wie A˜ positiv definit.

Die Funktion
F (λ˜) = 12 λ˜
TAλ˜+ λ˜Tb (3.11)
hat für den Wert λ ein Minimum. Die notwendige Bedingung hierfür liefert der
Gradient der Funktion an der Stelle λ mit
∇F (λ˜)
∣∣
λ˜=λ = Aλ+ b = 0. (3.12)
Die hinreichende Bedingung ist auch erfüllt, weil F (λ˜) wegen Lemma 1 streng
konvex ist. Letztere Eigenschaft garantiert außerdem Existenz und Eindeutigkeit
des Extremums. Deshalb gilt:
Die Lösung der Minimierungsaufgabe
λ = arg min
λ˜
F (λ˜) (3.13)
sind die generalisierten Kräfte aus den Zwangsbedingungen (3.4).
Die numerische Aufgabe, für eine Funktion der obigen Form ein Extremum zu
finden, ist ein quadratisches Minimierungsproblem (QP). Für den unrestringier-
ten Fall bietet diese Formulierung keine Vorteile gegenüber der Aufgabenstellung
als Gleichungssystem, sondern einen weiteren, äquivalenten Zugang zur Berech-
nung von Zwangskräften. Wenn die Variablen des Minimierungsproblems jedoch
beschränkt sind, ist der Variationsansatz gegenüber der alternativen Verwendung
eines Gleichungssystems von Vorteil.
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Beispiel: Physikalisches Pendel
Für das physikalisches Pendel der Abb. (3.1) sollen die Lagerkräfte für
q3 =
pi





mit Hilfe eines QP-Ansatzes berechnet werden.
Für die Aufstellung der nichtlinearen dynamischen Gleichungen wird zu-
erst die kinetische Energie berechnet:
T = 12m
(




Der Lagrange-Formalismus führt auf die Massenmatrix
M = m
[ 1 0 L cos (q3)
1 −L sin (q3)

















Die holonomen Zwangsbedingungen lauten in Abhängigkeit von den Ge-
schwindigkeiten
g1 = −12 q˙1 −
√
3






2 q˙2 = 0. (3.20)
Demnach sind die generalisierten Kräfte aus den Zwangsbedingungen
Gλ = 12
 −1 1−√3 −√3
0 0
λ. (3.21)
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich zu
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Abbildung 3.1: Ein physikalisches Pendel mit Masse m und normiertem Massenträgheitsmo-
ment Θ ist am Punkt A an zwei Stäben befestigt. Der Schwerpunkt S liegt im Abstand L
von der Aufhängung.
Mq¨ = h1 + h2 + Gλ, (3.22)
und führen auf die Matrix aus (3.9)
A = GTM−1G (3.23)
= 14mΘ
[






a := 4Θ− cos (2q3) + 2. (3.25)
Die zugehörige Inhomogenität ist
b = GTM−1(h1 + h2) (3.26)
= 12
[ (












Für Θ = 1 folgen die mit mg normierten Zwangskräfte dann aus der ent-
sprechenden QP-Formulierung




















Der linke Stab wird also zu dem untersuchten Zeitpunkt auf Zug belastet,
der rechte auf Druck.
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3.3 Tangentialkräfte bei bekannter Normalkraft
Im Folgenden wird eine Bewegungsgleichung der Form
Mq¨ = h + GTfT (3.29)
= h + GT(PGfG + PHfH) (3.30)
untersucht. Dabei sollen die Relativgeschwindigkeiten, auf denen die Tangential-
kräfte Leistung erbringen, durch
s˙T = GTT q˙ (3.31)
gegeben sein (siehe Kap. 3.2). Dann führt die Verwendung von Indexmengen auf
die Relativgeschwindigkeiten in Kontakten mit vorläufigem Haften,
s˙H = PTH GTT q˙, (3.32)
und für alle Kontaktpunkte aus IG gilt
s˙G = PTG GTT q˙. (3.33)
Die Größe der Tangentialkräfte in einem Kontaktpunkt i ist begrenzt durch das
Produkt von Reibkoeffizient µi und Normalkraft fNi. Der Vektor der maximalen
Kontaktkräfte ist also
f¯T = ΛµfN, Λµ := diag(µ). (3.34)
Die Gleitkräfte sind dann nach Gl. (2.6) berechenbar durch
fG = PTG diag(− sign s˙G)f¯T, (3.35)
wobei die sign-Funktion für das vektorielle Argument elementweise angewendet
werden soll.
Bei den Kräften im vorläufigen Haftbereich besteht keine Gleichung als aus-
drückliche Berechnungsvorschrift. Zuerst wird der Fall betrachtet, dass die ver-
schwindende Relativgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t0 nicht nur für vorläufiges
Haften steht, sondern dass dieser Zustand der Beginn eines Zeitintervalls mit
wirklichem Haften ist. Diese Annahme bedeutet, dass die Relativgeschwindigkeit
auf einem Zeitintervall T = [t0, t+) verschwindet,
∀t ∈ T, ID = ∅ : s˙H = 0. (3.36)
Nach den Kontaktbedingungen in Gl. (2.5) gilt dann für die Kontaktkräfte, dass
sie Element der offenen Menge
Ω := (−f¯Ti, f¯Ti)nH (3.37)
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sind,
∀t ∈ T, ID = ∅ : fH ∈ Ω. (3.38)
Zu der Zwangsbedingung (3.36) gehört dann eine Zwangskraft fH, die durch eine
Minimierungsbedingung berechnet werden kann (siehe Kap. 3.2),




TAH f˜ + f˜TbH
)
, f˜ ∈ Ω (3.39)
AH = PTH GTT M−1GTPTH (3.40)





Nun wird die Möglichkeit zugelassen, dass es mindestens einen Kontaktpunkt i
gibt, bei dem s˙Ti = 0 nur für einen Zeitpunkt t gilt, aber nicht für das Intervall T
(ID 6= ∅). Dann kann fH nach Gl. (2.5) auch Werte auf dem Abschluss von Ω
annehmen,
Ω := [ −f¯Ti, f¯Ti ]nH . (3.42)
Im allgemeinen Fall gilt jetzt fH ∈ Ω. Das Minimierungsproblem lautet dann




TAH f˜ + f˜TbH
)
, f˜ ∈ Ω. (3.43)
In diesem Fall gelten aber nicht ausschließlich Gleichungsnebenbedingungen für
die Relativbeschleunigungen, die Berechnung der Kräfte auf dem Rand ∂Ω kann
also nicht über das Minimierungsproblem aus Kap. 3.2 hergeleitet werden. Die
Tangentialkräfte sind durch Coulombs Gesetz beschränkt, ausgedrückt über Un-
gleichungen
−f˜ − f¯T ≤ 0, (3.44)
f˜ − f¯T ≤ 0. (3.45)
Deshalb muss Gl. (3.43) für den optimalen Punkt f˜ = fH die Karush-Kuhn-
Tucker-Bedingungen erfüllen. Danach existieren Lagrange-Multiplikatoren
s¨+H ≥ 0, (3.46)
s¨−H ≥ 0, (3.47)




TAH f˜ + f˜TbH
)




Außerdem müssen die komplementären Schlupfbedingungen
(−f˜ − f¯T)Ts¨+H = 0, (3.49)
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(f˜ − f¯T)Ts¨−H = 0 (3.50)
erfüllt sein. Für das gegebene konvexe Gebiet Ω und die strikt konvexe quadrati-
sche Optimierungsfunktion erfüllt eine Lösung der Gl. (3.48) unter der Bedingung
(3.49) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Lösung der Mini-
mierungsaufgabe (3.43).
Im Folgenden wird gezeigt, dass die eben besprochene Minimierungsaufgabe
die Forderungen von Coulomb nach (2.5) liefert. Für inaktive Lagrange-Multipli-
katoren ist das Problem (3.43) äquivalent zu (3.39), und diese Aufgabe ist nach
den Erläuterungen von Kap. 3.2 eine äquivalente Aufgabenstellung zur Berech-
nung der Zwangskräfte. Gl. (3.48) vereinfacht sich unter Berücksichtigung von
Gl. (3.32) zu
s¨H = s¨+H − s¨−H . (3.51)
Wenn nun in einem Kontaktpunkt i ∈ IH eine positive Beschleunigung auf-
tritt, also (λ+)i > 0 gilt, liefert die komplementäre Schlupfbedingung nach (3.49)
−fHi− f¯Ti = 0. Ebenso gilt für eine negative Beschleunigung, also (λ−)i > 0, die
Bedingung fHi − f¯Ti = 0. Diese drei Fälle bilden aber die Gl. (2.5). Zusammen-
gefasst gilt:
Die Haftkräfte, für die Coulomb-Bedingungen nach (2.5) gelten, minimieren die
quadratische Funktion nach (3.43).
Beispiel: Zwei-Massen-Schwinger auf rauer Unterlage
Für das System der Abb. (3.2) sollen für die Auslenkung q = [ −2 3 ]T µmg
k
und verschwindende Relativgeschwindigkeit q˙ = 0 die Tangentialkräfte be-
rechnet werden. Dazu werden die tangentialen Kontaktkräfte als äußere Kräf-
te angenommen, und zusätzlich die dazugehörigen unilateralen Bindungs-
gleichungen berücksichtigt. Die Forderungen an die Kräfte und Bindungs-
gleichungen bilden komplementäre Nebenbedingungen, deren Lösung mittels
eines quadratischen Minimierungsproblems möglich ist.
Da in allen rauen Kontakten keine Relativgeschwindigkeit vorliegt
(IG = ∅), gilt nach Gl. (2.19)
fH = fT, (3.52)
das heißt, in allen Kontaktpunkten liegt vorläufiges Haften vor. Die Tangen-







An den freigeschnittenen Körpern sollen positive Tangentialkräfte fTi in po-
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Abbildung 3.2: System mit zwei starren Körpern der Massen m und 2m, der Lage qi,
Federsteifigkeit k und unter rauem Kontakt (Coulomb-Reibung, Reibkoeffizient µ).
sitive qi-Richtungen zeigen, dann ist die nach Gl. (3.29) eingeführte kinema-
tische Matrix GT die Einheitsmatrix.
















q = fT. (3.54)
Die Frage nach den Tangentialkräften führt zu einem quadratischen Mini-
mierungsproblem wie in Gl. (3.43) beschrieben,















f˜ ∈ [−1, 1]× [−2, 2] .
(3.55)
Nach den analytischen Vorüberlegungen existiert die Lösung und ist eindeu-







Beide Kontakte befinden sich also trotz der verschwindenden Relativge-
schwindigkeit im Gleitzustand. Die zugehörigen Beschleunigungen folgen aus
der Differentialgleichung, sind aber auch als aktive Lagrange-Multiplikatoren
Teil der Lösung von Gl. (3.55),






Abb. 5.1 behandelt in einem anderem Zusammenhang verschiedene Anfangs-
zustände zu dieser Aufgabe.
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3.4 Tangentialkräfte bei unbekannter Normalkraft
Unbekannte Normalkräfte stellen in dynamischen Systemen mit rauem Kontakt
generell ein besonderes Problem in der Modellierung dar. Die Kraft kann auf die
übliche Weise als Zwangskraft eingeführt werden, die unter Berücksichtigung der
zugehörigen Zwangsbedingung keine virtuelle Arbeit im System verrichtet. Da-
neben erscheint sie aber auch durch das Kraftgesetz von Coulomb als Parameter
einer eingeprägten Gleitkraft. Aus diesem Grund ist die Berechnung nicht über
eine Minimierung analog zu Kap. 3.3 möglich.
Ausgangspunkt der folgenden Überlegungen ist eine Bewegungsgleichung der
Form
Mq¨ = h + GTfT + GNfN. (3.58)
Dabei ist die kinematische Matrix der Normalkräfte GN, und die der Tangenti-
alkräfte GT. Der Vektor h enthält alle äußeren Kräfte, die nicht durch Kontakt
hervorgerufen werden. Nach den vorherigen Überlegungen erscheint fN auch in
den Tangentialkräften, und zwar wie in Gl. (3.35) beschrieben. Mit der Abkür-
zung
ΛG = PGPTG diag(− sign s˙G)Λµ (3.59)
lautet die Bewegungsgleichung also
Mq¨ = h + (GN + GTΛG)fN + GTPHfH. (3.60)
Die Beschleunigungen in Richtung von fN sollen dem Zusammenhang
s¨N = GTN q¨ (3.61)
folgen. Man sieht, dass die aus der zugehörigen Zwangsbedingung s¨N = 0 re-
sultierende Zwangskraft in Gl. (3.60) nur einen Teil des zu berücksichtigenden
Einflusses durch fN ausmacht. In Richtung der Haftkräfte soll wie im Fall be-
kannter Normalkräfte
s¨H = PTH GTT q¨ (3.62)
gelten. Der Zusammenhang zwischen den Beschleunigungen in die Kontaktrich-
tungen und den Kräften ergibt sich aus dem Verwenden von Gl. (3.62) und (3.61)


















































Dabei werden die folgenden Abkürzungen verwendet,
AN := GTN M−1GN, (3.65)
AT := GTT M−1GT, (3.66)
AC := GTN M−1GT. (3.67)
Sie werden im Folgenden Kopplungsmatrizen genannt. Diese Matrizen sind un-
abhängig von den verwendeten Koordinaten und tragen wichtige Eigenschaften
der Kontaktmodellierung in sich.
Die symmetrische und positiv definite Matrix A1 berücksichtigt die gegensei-
tige Kopplung von Haft- und Normalkräften durch die Geometrie der Zwangs-
bedingungen, A2 den Einfluss der Normalkraft als Parameter in der Gleitkraft-
definition. Da die Matrix A1 + A2 nicht mehr symmetrisch ist, kann die in den
Kontaktbedingungen enthaltende Komplementarität nicht mehr wie im Kap. 3.3
als quadratisches Minimierungsproblem formuliert werden. Wie im Folgenden
gezeigt wird, führt Gl. (3.63) statt dessen unter Kontaktbedingungen auf eine
Verallgemeinerung des QP, ein lineares Komplementaritäts-Problem (LCP).
Für die Beschleunigungen in Richtung der Normalkräfte gilt im Kontaktfall in
der unilateralen Formulierung die Komplementärbedingung
fN ≥ 0, s¨N ≥ 0 : f TN s¨N = 0. (3.68)
Die Relation ’≥’ gilt dabei zwischen jedem Elementpaar der Vektoren. Der Zu-
sammenhang zwischen Beschleunigungen und Kräften ist im vorläufigen Haftfall
immer noch durch Gl. (2.6) gegeben. In der Formulierung des Kap. 3.3 heißt das,




fH = f (+)H − f (−)H . (3.69)
Auch die Relativbeschleunigung lassen sich zerlegen:
s¨H = s¨+H − s¨−H . (3.70)
Dann gelten die Komplementaritätsbedingungen
f (+)H ≥ 0, s¨+H ≥ 0 : f (+)TH s¨+H = 0, (3.71)
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f (−)H ≥ 0, s¨−H ≥ 0 : f (−)TH s¨−H = 0. (3.72)
Für die Berücksichtigung des Erscheinens der Normalkraft in den Haftgrenzen
werden weitere nicht-negative Hilfs-Variablen eingeführt. Für den Abstand bis
zur Haftgrenze ist
f˜ (−)H := P
T
H ΛµfN − f (+)H , (3.73)
f˜ (+)H := P
T
H ΛµfN − f (−)H . (3.74)
Zusätzlich müssen die dazu komplementären Beschleunigungen ˜¨s+/−H eingeführt









f˜ (+)H ≥ 0, ˜¨s+H ≥ 0 : f˜ (+)TH ˜¨s+H = 0, (3.77)
f˜ (−)H ≥ 0, ˜¨s−H ≥ 0 : f˜ (−)TH ˜¨s−H = 0. (3.78)
Einzelheiten zu der Einführung der hier verwendeten Variablen stehen in [68].
Mit Hilfe dieser Größen lässt sich das LCP in Standardform formulieren:
Die Normal- und Haftkräfte fN und fH, die Gl. (3.60) unter den obigen Kon-
taktbedingungen erfüllen, lösen das LCP
y = Lw + b, (3.79)
w :=
[
















]T ≥ 0, wTy = 0, (3.80)
L =

AN + ACΛG ACPH −ACPH 0 0
PTH ATC PTH ATPH −PTH ATPH E 0
−PTH ATC −PTH ATPH PTH ATPH 0 E
PTH Λµ −E 0 0 0












3.4 Tangentialkräfte bei unbekannter Normalkraft
Wenn die Lasten in einem Modell so gewählt sind, dass mit Sicherheit fN ≥ 0
gilt, lässt sich die unilaterale Zwangsbedingung in Richtung der Normalkraft auch
durch eine bilaterale Bindung modellieren. In diesem Fall wird aus dem Problem
der Gl. (3.79) ein Gemischtes lineares Komplementaritäts-Problem [14, S.29].
Wenn die Matrix AN + ACΛG regulär ist, kann dann die Darstellung durch
Eliminieren der Normalkraft in ein LCP geringerer Ordnung überführt werden.
Diese Reduktion hat jedoch keine numerischen Vorteile. Durch den zeitabhängi-
gen Beitrag von ΛG ist diese Vereinfachung mehrfach durchzuführen. Auch das
einfachere LCP hat keine symmetrische Struktur, da der asymmetrische Beitrag
aus der Gleitkraft-Definition über das Schur-Komplement erhalten bleibt.
Die Untersuchung der Kopplungsmatrizen ermöglicht noch vor Beginn der
Rechnung wichtige Aussagen über die Kontaktmodellierung. Wenn bei der Dis-
kretisierung eines Kontinuums verschiedene Möglichkeiten für die Plazierung der
Kontaktpunkte bestehen, ermöglicht die Konditionierung der Kopplungsmatrizen
deren Beurteilung. Eng liegende Kontaktpunkte führen nach aller Erfahrung zu
einer schlechten Konditionierung von AT oder AN. Auch die mögliche gegensei-
tige Beeinflussung der Kontaktkräfte in einem Starrkörpersystem schlägt sich in
den Kopplungsmatrizen nieder. Für Massenpunktsysteme ist AC beispielsweise
häufig die Null-Matrix, was theoretisch einfachere Modellierungen ermöglicht.
Beispiel: Zwei-Massen-Schwinger mit lageabhängiger Normalkraft
Für das System der Abb. (3.3) auf Seite 31 sollen die Kontaktkräfte berechnet
























Dabei verändert diese Lageänderung gegenüber q = 0 den Winkel der Fe-
der so gering, dass dieser für die Rechnung als konstant vorausgesetzt wird
(Theorie erster Ordnung).
Das Berechnen der Normalkräfte setzt das Lösen der Bindungen zum rau-
en Boden voraus, die als Zusatzbedingungen berücksichtigt werden müssen.
Eine Koordinate q3 gibt dann die Lage des linken Körpers an, positiv vom
Boden in Richtung dieses Körpers zeigend. In die gleiche Richtung zeigt eine
Normalkraft fN1 auf den Körper. Beim rechten Körper gibt die zusätzliche
Koordinate q4 die Lage gegenüber dem Boden an. Eine Lagerkraft fN2 zeigt
in Richtung dieser Koordinate. Die Tangentialkräfte fTi zeigen im freige-
schnittenen System an den Körpern in Richtung der Koordinaten qi.
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Die Berechnung der virtuellen Arbeit liefert die kinematische Matrix der
Normalkräfte GN,
δ¯WN = δqT






und die kinematische Matrix der Tangentialkräfte GT berechnet sich durch
δ¯WT = δqT



















 1 0 0 02 0 01 0
sym. 2
 (3.89)
welche zu den Kopplungsmatrizen führt,







und AC = 0. (3.90)
Für die Kräfte auf der rechten Seite der Bewegungsgleichung, die nicht durch
Kontakt hervorgerufen werden, benötigt man die potentielle Energie
U = 12k
(



















Abbildung 3.3: System von zwei starren Körpern der Massen m und 2m in den Lagen q1
und q2. Alle Federn haben die Federsteifigkeit k, und stehen unter einer Vorspannung. Die
linke und rechte Feder wird mit f0 zusammengedrückt, die mittlere Feder mit 2√3f0. Der




2 (−q1 + q2) +
1
2(−q3 − q4). (3.92)
Die Variation der potentiellen Energie liefert die äußeren Kräfte h der
Gl. (3.60):















Mit den jetzt vorliegenden Größen kann die differentielle Einschließung in
Gleichungsform aufgeschrieben werden,
Mq¨ = h + GTfT + GNfN.
Die Berücksichtigung der Kontaktkräfte als äußere Kräfte beinhaltet, dass
die zugehörigen unilateralen Zwangsbedingungen gelten. Die daraus resul-
tierenden komplementären Nebenbedingungen lassen sich als LCP formulie-




1 0 0 0 0 0
0 0,5 0 0 0 0
0 0 1 −1 1 0
0 0 −1 1 0 1
1 0 −1 0 0 0
1 0 0 −1 0 0
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0,447 0,447 0 0,325 0 0
]T
. (3.97)













Abb. 5.2 enthält eine in anderem Zusammenhang vorgenommene Parame-
terstudie zu diesem Beispiel mit verschiedenen Anfangsbedingungen im Ort
und verschwindender Relativgeschwindigkeit für beide Kontakte.
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4 Dynamische Modelle für Balken mit
Reibkontakt
4.1 Einleitung
Die passiv gedämpfte Reibleiste aus Abb. (4.1) besteht aus zwei Stahlbändern,
die mit Schrauben verbunden sind. Sie wurde von Prof. Gaul an der Universität
Stuttgart entworfen, um die Dämpfung durch Reibung in Vorlesungen zu demons-
trieren. Die Bohrungen der Schrauben haben in Längsrichtung der Balken Spiel.
Das ermöglicht bei Biegeschwingungen eine Relativbewegung der Balken zuein-
ander. Ob diese Relativbewegung möglich ist, hängt von der Vorspannkraft der
Schrauben ab. Wenn die Vorspannkraft hoch genug ist, haften die Balkenflächen
aufeinander, und es findet keine Dissipation statt, da es keine Relativbewegung
gibt. Im entgegengesetzten Fall, bei verschwindender Vorspannkraft, findet auch
keine Dissipation statt, da die für die Reibarbeit nötige Normalkraft fehlt. Zwi-
schen diesen beiden Einstellungen der Vorspannkraft gibt es Werte, für die Dissi-
pation möglich ist. Der Aufbau dieser Schraubenverbindungen wird in Abb. (4.2)
skizziert. Um die Vorspannkraft der Schrauben über den Stellwinkel zu verän-
dern, sind Tellerfedern eingebaut. Eine semiaktive Regelung der Vorspannkraft
kann über den Einbau eines ringförmigen piezokeramischen Aktors berücksichtigt
werden.
In dem mechanischen Modell der Stahlbänder muss neben der Verformungs-
energie durch Krümmung die über den Querschnitt konstante Längsdehnung be-
rücksichtigt werden. Für den Fall, dass beide Stahlbänder aufeinander haften,
ist eine einfache Biegeschwingung des Balkenpaars für jeden Balken eine Über-
lagerung von Biegeschwingung und Stabschwingung. Das einfachste mechanische
Modell, dass die dadurch entstehenden Verzerrungen berücksichtigt, ist der Euler-
Bernoulli-Balken mit zusätzlichen Stab-Eigenschaften. Es ist bekannt, dass die
dazugehörigen partiellen Differentialgleichungen für den homogenen Fall entkop-
pelt sind. Für den Fall der Reibleiste jedoch ist eine Kopplung über die Reibkräfte
an den Balkenoberflächen möglich. Die zwei Balken werden im Folgenden durch
die Benennungen ’oben’ und ’unten’ unterschieden.
Die Reibleiste wird in zwei Abschnitte unterteilt, die unterschiedliche Funktio-
nen haben. In der Umgebung der Schrauben herrschen hohe Normalspannungen
zwischen den Balken, und hier findet der Großteil der Dissipation statt. Dieser Teil
wird im Folgenden Kontaktabschnitt genannt. Zwischen den Kontaktabschnitten
liegt ein Bereich, der Balkenabschnitt genannt wird. Da die Dissipation durch Rei-
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bung hier vernachlässigbar ist, muss die Modellierung für Balkenabschnitte vor
allem die Steifigkeit und Massenverteilung abbilden. Aus diesem Grund werden
die Balkenabschnitte mit µ = 0 modelliert.
Die Normalkraft zwischen den Balken ist im Allgemeinen unbekannt. Obwohl
die Normalkraft als Zwangskraft im Gesamtsystem keine virtuelle Arbeit verrich-
tet, muss sie berechnet werden, da sie die Haftgrenze und Größe der Gleitkräfte
bestimmt (siehe Kap. 3.4). Aus diesem Grund ist es im Allgemeinen notwendig,
beide Balken freizuschneiden und für jeden Teil-Balken eine vom anderen Teil
unabhängige Verschiebungsvariable einzuführen. Das verdoppelt den Diskretisie-
rungsaufwand gegenüber der Verwendung einer gemeinsamen Verschiebungsva-
riable. Genau in dem letzteren Fall muss die Normalkraft im voraus bekannt sein.
Im Folgenden wird ein Modell hergeleitet, das diese Annahme rechtfertigt. Später
im Text wird der erweiterte Fall betrachtet mit unabhängigen Verschiebungsva-
riablen für beide Teil-Balken.
Für beide Modelle gelten die folgenden Annahmen. Die Schwächung des Balken-
querschnittes durch die Bohrungen, und damit verbundene geringere Biegestei-
figkeit wird vernachlässigt. Relativbewegungen innerhalb des Schraubenaufbaus
werden ebensowenig berücksichtigt wie mögliche Stöße zwischen der Schraube
und dem Rand der Bohrung. Auch wenn der Grenzfall des gelösten Kontaktes
erscheint, behandelt diese Arbeit an keiner Stelle den wiedereintretenden Nor-
malkontakt, und damit keine Stöße. Weitere Annahmen sind die Gültigkeit der
Theorie erster Ordnung und der ebene Spannungszustand.
4.2 Der Reibbalken bei bekannten Normalkräften
4.2.1 Bewegungsgleichung
Für die Herleitung der Bewegungsgleichung wird das erweiterte Prinzip von
Hamilton verwendet, ∫ t2
t1
(
δT − δU + δ¯W
)
dt = 0. (4.1)
Dabei sind δT und δU die Variationen von kinetischer Energie, bzw. potenti-
eller Energie, integriert zwischen den Zeitpunkten t1 und t2. Kräfte, die nicht
im Ausdruck der potentiellen Energie erscheinen, müssen über ihre virtuelle Ar-
beit δ¯W berücksichtigt werden. Der Strich über dem Delta verdeutlicht, dass das
Symbol in diesem Zusammenhang Teil des Namens ist, denn die Berechnung der
virtuellen Arbeit erfolgt nicht über eine Variation von W .
Für die potentielle Energie eines Euler-Bernoulli-Balkens mit zusätzlichen Sta-
beigenschaften erhält man mit den Verzerrungen aus Verschiebungen in x-Rich-
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Abbildung 4.1: Eine Reibleiste in der Seitenansicht (oben) und der Draufsicht (unten). Zwei
Stahlleisten sind mit n Schrauben verbunden.




Abbildung 4.2: Die Schraube (a) wird mit Hilfe von Tellerfedern (c) mit einer vorgegebenen
Kraft angezogen. Ein optionaler Piezostapelaktor (b) kann für die Regelung dieser Normal-
kraft verwendet werden. Die Bohrung ermöglicht eine Relativbewegung der Stahlleisten.
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EIw′′(x, t)2 dx+ 12
∫ l
0
EAu′(x, t)2 dx. (4.2)
Dabei ist EI die Biegesteifigkeit, EA die Dehnsteifigkeit und l die Länge des
Balkens. Der Strich bezeichnet wie üblich die partielle Ableitung nach der Orts-








w˙(x, t)2 + u˙(x, t)2
)
dx (4.3)
mit dem Punkt für die Ableitung nach der Zeit t und dem spezifischen Gewicht
des Balkens ρA [29].
Die Zugkraft fK im Schraubenschaft an einer Kontaktstelle xK wird als bekannt
vorausgesetzt. Dann ergibt die Integration über die Normalspannungen zwischen
den Balken in diesem Kontakt eine Normalkraft fN, die im Allgemeinen unbe-
kannt ist. Sie wird beeinflusst durch die zusätzliche Masse der Schraubenverbin-
dung gegenüber einem Balkenabschnitt, modelliert als Punktmassem. Diese Mas-




aufgeteilt: Dem oberen Balken wird
κm zugeschlagen, der Rest (1− κ)m wird am unteren Balken angebracht. Wenn
die oberen und unteren Balken in der Umgebung von xKi± ∆l2 im durchgehenden
Kontakt sind, sind die Verschiebungsfunktionen w(x, t) := wj(x, t), (j = 1, 2)
dort identisch. Dann sind auch die Querkräfte wegen
Qj = −(EIw′′j )′ (4.4)
oben und unten gleich. Für den Balkenabschnitt der Länge ∆l zwischen (xK− ∆l2 )
und xR = (xK + ∆l2 ), Indizes L und R für die Querkräfte an dieser Stelle, gilt
dann oben






dx− κmw¨ = 0 (4.5)
und unten






dx− (1− κ)mw¨ = 0. (4.6)
(siehe Abb. 4.3)
Alle normalen Kräfte zwischen den Balken, die nicht durch fN berücksichtigt
wurden, werden der Streckenlast q zugeschlagen. Für ∆l→ 0 folgt
































Abbildung 4.3: Das mechanische Gesamt-Modell am Beispiel von zwei Kontakten (oben)
und ein freigeschnittener Kontaktabschnitt (unten). Zwei Balken mit gleicher Geometrie,
gleichen Materialeigenschaften und möglicherweise asymmetrisch angebrachten Punkt-
massen sind durch Schrauben verbunden. Die Spannungen im Schraubenschaft und die
Spannungen zwischen den Balken in der nächsten Umgebung des Schaftes werden ersetzt
durch deren Resultierende fK und fN.
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Für im Voraus bekannte, konstante Normalkräfte müssen der obere und untere
Balken die gleiche Biegesteifigkeit besitzen (siehe Gl. 4.4). Außerdem muss die
Zusatzmasse m zu gleichen Anteilen oben und unten liegen. Dieser symmetrische
Fall wird zuerst untersucht,
κ = 12 (bekannte Normalkraft). (4.8)
Ist fN unbekannt, muss die virtuelle Arbeit dieser Kraft aus der relativen Ver-
schiebung δw1 − δw2 berücksichtigt werden. Dann ist es notwendig, in den dis-
kretisierten Gleichungen unabhängige Koordinaten für beide Balken einzuführen.
Für eine im Voraus bekannte Normalkraft fN gilt das nicht, und so kann im Fol-
genden die gemeinsame Variable w(x, t) für die Balkenverschiebung verwendet
werden. Die beiden Stabverschiebungen u1(x, t) und u2(x, t) sind weiterhin un-
abhängig.
Ausgehend von einer Beschreibung mit zwei unabhängigen Biege-Koordinaten
führt die Verwendung einer gemeinsamen Variablen w(x, t) eine Bindung ein,
w1(x, t) = w2(x, t). (4.9)
Eine Zwangsbedingung dieser Art ist bilateral und führt zu einem Lager, dass
auch Zugkräfte aufnehmen kann. In dem technischen System liegen beide Teil-
Balken nur aufeinander auf, so dass eine wirklichkeits-getreuere Modellierung der
Bindung unilateraler Natur wäre. Diese würde es ermöglichen, dass Klaffungen
auftreten, und auch der Wiedereintritt des Kontaktes müsste berücksichtigt wer-
den, verbunden mit Stößen. Eine kleine Öffnung zwischen den Balken spielt aber
bei kleinen Auslenkungen vermutlich nur eine geringe Rolle. Deshalb ist die ein-
geschränkte Modellierung des Kontaktes durch eine Gleichung der Form (4.9)
sinnvoll. Auch im Kontaktabschnitt führt die bilaterale Bindung nicht zu Proble-
men, da nur mit positiven fKi gerechnet wird. Aus diesem Grund ist die für ein
Kontaktproblem theoretisch notwendige unilaterale Bindung in Normalenrich-
tung immer als Gleichung erfüllt, und die Voraussetzungen des Kontaktgesetzes
werden nicht durch die bilaterale Zwangsbedingung verletzt.
Mit diesen Überlegungen können die Energie-Variationen aus Gl. (4.1) für das
zusammengesetzte System berechnet werden. In der kinetischen Energie werden
zusätzlich die nK zusätzlichen Schraubenmassen m berücksichtigt. Partielle Inte-
gration nach der Zeit führt auf∫ l
0
(
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Der folgende Abschnitt beschäftigt sich mit der virtuellen Arbeit der Kräfte,
die nicht in der potentiellen Energie berücksichtigt werden. Dafür wird zuerst
die virtuelle Verrückung eines materiellen Punktes an der Unterseite eines Bal-
kens berechnet, in Abhängigkeit von u, w und w′. Der Ortsvektor im verformten
System ist
r = (x+ u)ex + wez +
h
2 eη. (4.11)
Der Vektor eη zeigt beim unverformten Balken in Richtung der z-Achse. Er folgt
der Projektion des verformten Querschnittes auf die x-z-Ebene,
eη = − sinϕ ex + cosϕ ez, ϕ = arctanw′. (4.12)
Der Theorie des Euler-Bernoulli-Balkens nach bilden die materiellen Teilchen der
Projektion dieses Querschnittes eine gerade Strecke. Die Variation von r bezüg-
lich u, w und w′ lautet dann
δr = δu ex + δw ez +
h
2 δeη. (4.13)
Mit dem Landau-Symbol O für die Angabe der Größenordnung ist die Taylor-
















ex + δw ez. (4.16)
Die Subtraktion der Stab-Verschiebung u mit der mit dem Hebelarm h2 multipli-
zierten Balkenverdrehung w′ ergibt also die Gesamtverschiebung in tangentialer
Richtung.1 Für Kräfte an der Oberseite eines Balkens ändert sich das Vorzeichen
vor dem δw′-Term.
Die Kontaktkraft an der unteren Seite des oberen Balkens am Ort xK setzt sich
aus verschiedenen Anteilen zusammen. Dazu gehört die tangentiale Kraft fT,
positiv in x-Richtung, die Kraft in Normalkraftanteil fN, positiv in negativer
z-Richtung und der entgegengesetzten Vorspannkraft der Schraube fK (siehe
Abb. 4.3). Die virtuelle Arbeit dieser Kraft ist
δ¯WOi =
(








1Eine weitere Deutung bietet das virtuelle Moment einer tangential zur Balkenoberfläche
liegenden Kraft f . Es verrichtet auf der Balkenverdrehung die virtuelle Arbeit f(δu −
h
2 δw
′). Dann führt der zweite Term zu der virtuellen Arbeit des Momentes h2 f auf der
Verdrehung δw′.
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Wegen der Gleichungen (4.7) und (4.8) addiert sich die virtuelle Arbeit in Norma-
























[ −h 1 −1 ]T . (4.21)
Bei den Kontaktkräften verrichten die virtuellen Verrückungen in normaler Rich-
tung in der Summe keine Arbeit, nur die in tangentialer Richtung. Man kann
nun die Tangentialkräfte als fT zusammenfassen, und die virtuelle Arbeit δ¯W
ist eine lineare Funktion dieses Vektors. Die Frage nach der genauen Form der
Abhängigkeit wird im Kap. (4.2.2) wieder aufgegriffen.
Für eine mathematisch fundierte und übersichtliche Herleitung der diskreti-
sierten Bewegungsgleichungen werden die Ausdrücke in Gl. (4.10) mit Hilfe von
linearen Differentialoperatoren und Skalarprodukten dargestellt. Die zugrunde
liegende Theorie wird in [30, 56, 73] und [59] beschrieben. Um die Kräfte aus
der Steifigkeit und Massenverteilung des Systems zu berücksichtigen, werden die
linearen Differentialoperatoren K undM definiert. Das δ in der Definition vonM
steht für die Delta-Distribution nach Dirac, eine verallgemeinerte Funktion (siehe
[80]). Die einzige Eigenschaft von δ, die verwendet wird, ist∫ b
a
f(x)δ(x− x0) dx =
{
0, wenn x0 /∈ (a, b)
f(x0), wenn x0 ∈ (a, b)
(4.22)
Aufgrund dieser eingeschränkten Verwendung besteht keine Gefahr der Verwechs-
lung mit dem Variationssymbol. Die Differentialoperatoren werden über ihre An-
wendung auf eine Funktion v definiert,
K[v] :=
 2 EI ∂4∂x4 0 00 −EA ∂2
∂x2 0
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M[v] :=
ρA






















Für die Funktionen u(x) und v(x), jeweils eingeführt als Element eines Vektor-







das Integral verstanden nach Lebesgue. Dabei sind die Operatoren M und K
selbstadjungiert und positiv definit. Mit dieser Hilfe kann die Gl. (4.10) nach
partieller Integration folgendermaßen dargestellt werden,





Dabei setzt diese Gleichung durch die Definition von K einen höheren Grad von
Differenzierbarkeit bezüglich des Ortes voraus als Gl. (4.10). Alle in diesem Zu-
sammenhang verwendeten Funktionen sind aber ausreichend glatt, so dass die
Darstellungen äquivalent sind.
4.2.2 Diskretisierung der Bewegungsgleichung













ΦUk(x) qUk(t) = ΦTU (x)qU(t). (4.29)
Diese Ansatzfunktionen müssen die geometrischen Randbedingungen erfüllen und
sind damit zulässig. Unter Verwendung der generalisierten Koordinaten gilt
q˜(x, t) = Φ(x)q(t), (4.30)
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Φ(x) =








bei insgesamt n = nB + nO + nU Freiheitsgraden. Aufgrund der Linearität von
M, K und der Variation, und unter Ausnutzung der jeweils eingeschränkten Ab-
hängigkeit nur nach x bzw. t, lassen sich die Skalarprodukte in Gl. (4.26) nach




































mit der Massenmatrix M. Sie setzt sich zusammen aus einem Anteil der kon-
tinuierlich verteilten Masse, M1, und einem Anteil aus den Einzelmassen, M2.
Die Eigenschaften des Differentialoperators M führen nach der Diskretisierung
durch den Ansatz (4.30) dazu, dass die Massenmatrizen symmetrisch und positiv
definit sind.
























4.2 Der Reibbalken bei bekannten Normalkräften
Auch die Steifigkeitsmatrix K ist durch den zugrunde liegenden Operator K sym-
metrisch und positiv definit.
Die virtuelle Arbeit der tangentialen Kräfte berechnet sich durch das Verwen-
den des Ansatzes (4.30) in Gl. (4.20). Dann ist die virtuelle Arbeit (siehe die



































An dieser Stelle ist zu beachten, dass die Variationen nicht durch die Kontaktbe-
dingungen eingeschränkt sind. Die Kontaktkräfte, die möglicherweise Haftkräfte
sind, werden aus Gleichungen berechnet, die zusätzlich zu den Bewegungsglei-
chungen gefordert werden. Damit bestehen für δq n linear unabhängige Variatio-
nen δqi. Dann ist die diskretisierte Bewegungsgleichung des Balkensystems




Die Tangentialkräfte werden aus den komplementären Kontaktbedingungen mit
Hilfe eines quadratischen Minimierungsproblems berechnet (siehe Kap. 3.3).
4.2.3 Numerische Integration
Im Fall von Gleitreibung können die tangentialen Kräfte unstetig sein, wobei
die Größe des Kräftesprungs beschränkt ist. Auch bei mehreren Kontakten und
möglicherweise gleichzeitig auftretendem Wechsel zwischen Haften und Gleiten
ist der Kräftesprung beschränkt. Deshalb sind die Beschleunigungen in der Be-
wegungsgleichung unstetig, und die Geschwindigkeiten stetig, aber nicht mehr
differenzierbar.
Numerische Techniken für die Integration versuchen zum einen, nur Zwangs-
bedingungen im Gleichungsfall zu berücksichtigen. Diese Algorithmen arbeiten
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dann mit einer wechselnden Anzahl von Freiheitsgraden. Die Ereignisse ’Kon-
takt’ und ’Haften’ werden in diesem Fall für jeden Zeitpunkt über die Menge
aktiver Lagrange-Multiplikatoren berücksichtigt (active-set Strategie). In dieser
Arbeit wird ein anderer Ansatz verwendet, in dem immer über die volle Anzahl
der Koordinaten integriert wird, unter Berücksichtigung von Kräften, die den
komplementären Zwangsbedingungen aus Kontakt unterliegen. Ziel seiner Ent-
wicklung war der Einsatz bei Systemen mit weniger als 20 Freiheitsgraden, bei
nachvollziehbarer Konvergenz und Stabilität des Verfahrens.
Da die Funktion der Geschwindigkeit nicht mehr differenzierbar ist (q˙ /∈ C1),
bieten die häufig verwendeten Integrationsroutinen höherer Ordnung keinen si-
cheren Vorteil mehr. Diese verwenden in den Herleitungen eine Abschätzung für
das Restglied der Taylor-Entwicklung, was nicht mehr zulässig ist. Die einfachs-
te Möglichkeit für die numerischen Integration eines Anfangsproblems ist das
Polygonzug-Verfahren von Euler mit der Ordnung eins. Versuchsweise Rechnun-
gen haben jedoch ergeben, dass die angestrebte Genauigkeit sehr kleine Schritt-
weiten benötigt. Das Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung nach Heun hin-
gegen liefert gute Ergebnisse. Dabei werden für alle berechneten Steigungen die
zugehörigen Kontaktkräfte berechnet, und auf dieser Grundlage interpoliert. So-
lange die Geschwindigkeit bezüglich der Zeit noch Lipschitz-stetig ist, kann auch
noch die Konvergenz des Integrations-Verfahrens gezeigt werden. Die Ordnung
dieses Verfahrens hat allerdings nicht mehr den Wert zwei [10, 16].
Besondere Aufmerksamkeit benötigt die numerische Formulierung der verschwin-
denden Relativgeschwindigkeit im Kontakt, s˙H = 0. Wenn in der numerischen
Rechnung die exakte Erfüllung der Haftbedingung gefordert wird, wechselt die
Lösung im Phasenraum in jedem Lösungsschritt von einer Seite vonMi zur an-
deren, da das Vektorfeld in der Umgebung von Haften immer zur Hyperebene
hin zeigt. Dieses Phänomen ist in der Regelungstheorie als ’chattering’ bekannt.
Für die numerische Lösung muss nun eine Umgebung von Mi definiert werden,
in der die Abfrage nach kleiner Relativgeschwindigkeit erfolgt. Wählt man diese
Umgebung zu klein, erhält man eine Lösung mit chattering, wählt man sie zu
groß, wird ein Teil dieser Zustände mit großer Relativgeschwindigkeit numerisch
als haftend eingestuft. Im Folgenden wird zuerst ein Maß für die Größe dieser
Relativgeschwindigkeit hergeleitet.
Im Phasenraum steht ni nach Definition (2.25) senkrecht aufMi, und die Grö-
ße der Relativgeschwindigkeit eines Kontaktes entspricht dem Abstand zwischen
dem momentanen Aufenthalt im Phasenraum und dessen Projektion aufMi. Mit
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Die diesem Abstandsvektor zugeordnete Länge soll unabhängig von der Wahl der












Die relative Größe des Abstandes lässt sich einschätzen durch den Bezug auf die







q˙TMq˙ + qTKq . (4.38)
Die numerische Definition der Punktmenge des vorläufigen Haftgebietes lautet
mit dem vorgegebenen Parameter ε0  1
IH = {i ∈ IK : ei < ε0}. (4.39)
Der Zusammenhang zwischen den Fehlerarten durch die Integrationsschrittwei-
te ∆t und die Größe der numerischenMi-Umgebung ist eine offene theoretische
Frage [16].
Rechnung 1: Reibleiste mit bekannter Normalkraft
Eine Reibleiste ist zusammengesetzt aus zwei Stahlbändern rechteckigen
Querschnittes mit den folgenden Eigenschaften:
Länge: l = 70 cm
Breite: b = 3 cm
Höhe: h = 0,2 cm
Dichte: ρ = 9·10−3 kg/cm3
E-Modul: E = 2,1·107 N/cm2
Die Verbindung erfolgt durch sieben gleichmäßig über die Länge verteilte
Schrauben an den Orten
xKi =
2i− 1
14 l, i = 1, 2, . . . 7. (4.40)
Die zusätzliche Masse am Balken durch eine Schraube ist
m = 160 lbh ρ, (4.41)
sie ist gleichmäßig auf den unteren und oberen Balken verteilt. Damit ist die
Anpresskraft fNi für alle Kontaktpunkte i über die Zeit konstant und vor
Beginn der Integration bekannt (siehe Gl. 4.7). Der Reibkoeffizient zwischen
den Stahlbändern ist µ. Alle Schrauben haben für die Rechnung den gleichen
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Anpressdruck. Für die Ansatzfunktionen in Gl. (4.27) werden Eigenfunktio-
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(siehe [30]). Durch die Verwendung von Eigenfunktionen sind die Massen-
matrix M1 und Steifigkeitsmatrix K diagonal. Auf der Diagonalen erschei-
nen die modalen Massen und Steifigkeiten. M2 ist eine symmetrische Block-
Diagonalmatrix. Für die Verschiebungsfunktion des Balken werden die ers-





Anzahl der Freiheitsgrade: 12
Anzahl der Kontakte: 7
Anfangsbedingung im Ort ist in allen Fällen die statische Verformung ei-
nes Balkens der Höhe 2h bei vorgegebener Auslenkung w(l) = 1 cm. Daraus
folgen nach Euler-Bernoulli-Theorie die Verschiebungen q˜(x, 0) des konti-
nuierlichen Modells. Für die diskreten Anfangswerte werden diese auf die








ΦTq˜(x, 0) dx, q˙(0) = 0. (4.45)
Es werden drei Fälle untersucht,
Fall 1: fN = 2,5N, µ = 0
Fall 2: fN = 3,5N, µ = 0,5
Fall 3: fN = 1000 N, µ = 0, 5
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Die Werte sind so gewählt, dass sich folgende bekannte Eigenschaften glei-
tender Balkenpaare numerisch überprüfen lassen: Die Eigenfrequenzen der
Schwingungen in z-Richtung hängen im kontinuierlichen Balkenmodell linear
von der Balkenhöhe ab. Wenn also bei Fall 3 überall und zu jeder Zeit Haften
auftritt, sollte der Balken bei gleichen Anfangsbedingungen eine doppelt so
schnelle Bewegung ausführen wie im Fall 1. Für den Fall 1 und 3 wird keine
Dissipation durch Reibung erwartet, aber im Fall 2.
Das Perioden-Verhältnis der niedrigsten zur höchsten Eigenfrequenz des




Der große Unterschied bei nur zwölf Freiheitsgraden wird verursacht durch
die Geometrie des Problems mit geringer Nachgiebigkeit der Stäbe bei gleich-
zeitig biegeweichen Balken. Diese Eigenschaften führen zu einer steifen Dif-
ferentialgleichung, deren Integration zeitaufwändig ist. Die Projektion des
Problems auf die niedrigeren Moden über eine Guyan-Reduktion ist nicht
möglich, da dies eine Kopplung in der Steifigkeitsmatrix voraussetzt [72].
Numerische Techniken zur schnelleren Integration der steifen Differential-
gleichung werden hier nicht angewendet. Durch die kleine Schrittweite wird
ein hoher Rechenaufwand in Kauf genommen.
Bei mindestens 50 Schritten pro kleinster Periode hat die Verwendung des
Heun-Verfahrens zu guten Ergebnissen geführt. Höhere Werte sind bei klei-
neren Werten für ε0 notwendig, das mit 10−3 gewählt wurde. In den hier
vorgenommenen Rechnungen sind die folgenden Werte verwendet worden,
Zeitintervall: 2T1 = 0,625 s
Auflösung: 100 Schritte / T12
Rechenschritte: 320.000
Die Ergebnisse sind in den Abb. (4.5) bis (4.6) dargestellt. Jede der drei
Rechnungen hat ungefähr 15 Minuten benötigt. Die Verschiebungen des Bal-
kenendes zeigen qualitativ das erwartete Verhalten, ebenso die Dissipation.
Der starke Abfall zu Beginn beim Fall 2 ist auf die Anfangsbedingungen zu-
rückzuführen, die so gewählt sind, als ob beide Balkenteile haften würden. Bei
dem zu Beginn einsetzenden Gleitzustand wird die in den Stäben vorhande-
ne potentielle Energie mit Schwingungen hoher Frequenz abgebaut, bis eine
langsamere Dissipation einsetzt. Bei dieser wird an den Stellen höchster Re-
lativgeschwindigkeit der ersten Balken-Mode dissipiert, aber mit wesentlich
geringerer Leistung als zu Beginn. Abb. (4.6) dokumentiert diesen Verlauf
von Haften und Gleiten in den sieben Kontaktpunkten im Fall 2.
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Abbildung 4.4: Energiegehalt des Systems. Bei den Fällen 1 und 3 (– –) tritt keine Dissipation
auf, aber bei Fall 2 (—). Aufgrund der Anfangsbedingungen dominiert bei Fall 2 zu Beginn
der Rechnung eine hochfrequente Bewegung, die zu starker Dissipation führt.







Abbildung 4.5: Verschiebung der Balkenspitze w(l, t) in drei Lastfällen. Bei Fall 1 (– –)
gleiten die Balken bei verschwindendem Reibkoeffizient, bei Fall 2 (—) wechseln Gleiten
und Haften ab, und bei Fall 3 (– ·) haften die Balken durchgehend. Der Anfangswert
der Balkenauslenkung ist w(l, 0) = 1 cm, der Bezugswert für die Zeit ist die Periode der
ersten Mode eines Balkens, T1 = 0,3126 s.
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Abbildung 4.6: Haft- und Gleitverteilung über die Zeit. Im Fall 2 treten an den Kontakt-
Stellen xKi periodische Gleit- und Haftzustände auf (G/H). Aufgrund der beschränkten
Zeichengenauigkeit sind die sich ausschließenden Kontaktzustände nicht überall zu unter-
scheiden (siehe Abb. 4.7).
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Abbildung 4.7: Ausschnitt aus der Haft- und Gleitverteilung über die Zeit. Zu Beginn der
Simulation des Falls 2 befinden sich alle Kontakte an den Stellen xKi im Gleitzustand (G).
Kurz nach 180T1 treten die ersten Haftzustände auf (H). Siehe Abb. (4.6).
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4.3 Der Reibbalken bei unbekannter Normalkraft
Die Annahme bekannter Normalkräfte in den Kontaktbereichen ist nur unter
bestimmten Voraussetzungen möglich. Dazu gehört die gleiche Biegesteifigkeit
und eine symmetrische Verteilung der Zusatzmassen durch die Schrauben. Es ist
für die technische Anwendung interessant, wie ein in der Struktur vorhandener
Balken durch zwei zusätzliche, dünnere Balken gedämpft wird. In diesem Fall ist
die Normalkraft unbekannt. Auch ein zusätzlicher Aufbau in den Schrauben zur
Regelung erschwert die Annahme symmetrischer Massenverteilung und führt zu
einer unbekannten Normalkraft. Der Fall wird am letzten Beispiel untersucht mit
κ 6= 12 (unbekannte Normalkraft) (4.47)
(siehe Gl. 4.7).
Weiterhin werden die Annahmen des Euler-Bernoulli-Balkens verwendet, de-
nen zu Folge die kinetische und potentielle Energie nach Gl. (4.2) und (4.3) be-
rechnet wird. Die unbekannte Normalkraft wird in den Bewegungs-Gleichungen
berücksichtigt, indem die zugehörige Zwangsbedingung mit zwei unabhängigen
Verschiebungen in Richtung der Normalkraft formuliert wird. In z-Richtung sind
w1 und w2 also in den Kontaktpunkten ungleich, und erscheinen deshalb für die
gesamte Balkenlänge als zwei unabhängige Funktionen. Eine in den Balkenab-
schnitten mögliche Streckenlast q, wie im Kapitel über bekannte Normalkräfte
eingeführt, würde dann in dem Gesamtsystem virtuelle Arbeit verrichten. Die
Bindung zwischen den Balken soll aber stattdessen nur punktweise in den Kon-
taktbereichen erfolgen, so dass keine Streckenlast auftritt. Wenn die Lage der
Kontaktpunkte ausreichend eng ist, können beide Balkenverschiebungen in den
ersten Moden nur wenig voneinander abweichen. Aus diesem Grund erfolgt ei-
ne Modellierung unter der Annahme von Bindungen, die ausschließlich in den
Kontaktbereichen liegen. Eine Berücksichtigung der Bindungskräfte in Balken-
abschnitten macht die Einführung abschnittsweiser Ansatzfunktionen notwendig
und führt zu finiten Elementen.
Die Variable der Verschiebung des Kontinuum-Modells muss gegenüber dem
Fall bekannter Normalkraft erweitert werden auf
q˜ = [ w1 w2 u1 u2 ]T . (4.48)
Für die virtuelle Arbeit wird wiederum die Darstellung über das Skalarpro-




Die Differentialoperatoren für Steifigkeit und Masse sind in diesem Fall, in weit-
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[ −1 1 0 0 ]T . (4.55)
Die vorgegebenen Kräfte fKi werden in dem Vektor f0 zusammengefasst. Alle
Verschiebungsvariablen q˜j werden nun jeweils mit einer Menge von Ansatzfunk-
tionen Φ(j) und generalisierten Koordinaten q(j) diskretisiert (siehe Gl. (4.27).
Dann ist der Ansatz für die gesamte System-Verschiebung q˜, analog zu (4.30),
q˜ = Φq. (4.56)
Im nächsten Schritt werden die Systemmatrizen auf die gleiche Weise wie im
Kap. 4.2.2 hergeleitet, aber unter Verwendung der oben definierten Steifigkeits-
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Die Verwendung des Ansatzes (4.56) in der Bewegungsgleichung des Kontinuums
(4.49) führt dann zu der diskretisierten Gleichung
Mq¨ = −Kq −GNf0 + GNfN + GTfT mit
Anfangsbedingungen,
Kontaktbedingungen für fT und fN.
(4.61)
Da die Normalkraft im Gleitfall als Parameter der Tangentialkraft auftritt, ist
eine Berechnung der Kontaktkräfte nicht mehr über ein quadratisches Minimie-
rungsproblem (QP) möglich — im Gegensatz zum Kap. 4.2. Statt dessen müssen
die Kontaktkräfte über ein lineares Komplementaritäts-Problem (LCP) berechnet
werden. Dessen Herleitung steht im Kap. 3.4. Die numerische Integration erfolgt
in Analogie zu dem in Kap. 4.2.3 erläuterten Verfahren. Statt des begleitenden
QPs werden die Kontaktkräfte jetzt über ein LCP berechnet.
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Rechnung 2: Reibleiste mit unbekannter Normalkraft
Die hier vorgenommene Rechnung untersucht nahezu das gleiche technische
System wie Fall 2 von Rechnung 1 (Seite 45). Zu diesen Gemeinsamkeiten
gehört das Material, die Geometrie, die Anzahl und Lage der Kontaktpunkte,
die Anfangsbedingung und der Ansatz mit Eigenfunktionen. Außerdem ver-
wendet die Rechnung das gleiche Zeitintervall, bei gleicher Auflösung und ε0.
Abweichend von dem Problem ist die Verteilung der Schraubenmasse m auf
den oberen und unteren Balken mit Hilfe des Parameters κ (siehe Gl. 4.7).
Hier wird in einem Fall die volle Schraubenmasse einem der Balken zuge-
schlagen, im anderen Fall für den Vergleich, auch mit Rechnung 1, die Masse
symmetrisch aufgeteilt.
Fall (1): κ = 1
Fall (2): κ = 0,5
Bei einem Reibkoeffizienten von µ = 0,5 ist die vorgegebene Last in allen






Anzahl der Freiheitsgrade: 20
Die Rechenzeit ist im Vergleich zu Rechnung 1, auf dem gleichen Compu-
ter mit den dort beschriebenen Leistungsdaten, gestiegen. Für beide Fälle
haben die Rechnungen ungefähr 4,5 h gedauert. Das liegt zum einen an der
gestiegenen Anzahl der Freiheitsgrade (20 gegenüber 12), zum anderen an
der aufwändigeren Berechnung der Kontaktzustände durch das LCP. Auf-
grund der benötigten Hilfswerte im Heun-Verfahren wurden in dieser Zeit
für jede Rechnung mehr als eine halbe Million LCP gelöst.
Der Fall 1 zeigt gegenüber Fall 2 eine feinere Aufteilung in Haft- und
Gleitzonen. Dabei sind die kurzen Phasen gleichen Kontaktzustandes (siehe
Abb. 4.11) nicht der numerischen Auflösung geschuldet. Auch bei kleineren
Schrittweiten bleibt die Haft- und Gleitverteilung nahezu gleich. Die Dissi-
pation über die Zeit zeigt das gleiche Verhalten wie in Rechnung 1; auch
die Veränderungen in den Normalkräften sind nur gering, wie das Beispiel
des siebten Kontaktes zeigt (Abb. 4.8). Die ungleiche Massenverteilung im
Fall 1 führt jedoch zu großen Unterschieden in der lokalen Dynamik, wie man
an der Tangentialgeschwindigkeit des siebten Kontaktes sehen kann (siehe
Abb. 4.9).
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Abbildung 4.8: Verlauf der Normalkraft im siebten Kontakt. Die Normalkraft ist für symme-
trische Massenverteilung, κ = 0,5 ( – –) wie erwartet konstant, während sie für κ = 1 (—)
um bis zu 2% schwankt.







Abbildung 4.9: Die Relativgeschwindigkeit im siebten Kontakt zu Beginn der Simulation.
Die unterschiedliche Massenverteilung in den Fällen κ = 0,5 (– –) und κ = 1 (—) führt
zu unterschiedlichen Geschwindigkeitsverläufen.
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Abbildung 4.10: Haft- und Gleitverteilung (H/G) bei unbekannter Normalkraft (κ = 1). Die
beschränkte Auflösung der Zeichnung führt dazu, dass sich die ausschließenden Kontakt-
zustände nicht überall unterscheiden lassen (Vergrößerung in Abb. 4.11).
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Abbildung 4.11: Detail der Haft- und Gleitverteilung (H/G) bei unbekannter Normalkraft
(κ = 1). Zu Beginn der Simulation befinden sich alle Kontakte im Gleitzustand, kurz
nach t = 6160 T1 = 0,012 s treten die ersten Haftzustände auf.
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5.1 Einleitung
Die Regelung von dynamischen Systemen über raue Kontakte ist bisher vor al-
lem an einzelnen Verbindungen untersucht worden [17, 25, 46, 60, 81]. Die Be-
schränkung auf einen einzelnen Kontakt erleichtert die Untersuchung, da keine
gegenseitige Kopplung von Reibkräften auftreten kann. Die zitierten Arbeiten
verwenden dabei verschiedene Regelungsgesetze und Reibmodelle. Die gegenüber
dem Coulomb-Gesetz komplexereren Reibmodelle berücksichtigen zusätzliche Ab-
hängigkeiten. Dadurch erschwert ihre Verwendung die Untersuchung der Phäno-
mene, die durch das Auftreten von Haften und Gleiten entstehen, besonders in der
Umgebung verschwindender Relativgeschwindigkeit. Im Folgenden wird deshalb
weiterhin das einfache Reibkraftmodell von Coulomb verwendet.
Nachfolgend wird vorausgesetzt, dass alle Reibkontakte des dynamischen Mo-
dells geregelt sind. Allgemein gilt damit ein Bewegungsgesetz ähnlich zu Gl. (4.61).
Ersetzt man die vorgegebene Schraubenkraft f0 durch die Stellkraft u, ergibt sich
Mq¨ = h + GNfN + GTfT −GNu mit
Kontaktbedingungen für fT und fN.
(5.1)
Gl. (5.1) enthält den in Kapitel 4.2 behandelten Sonderfall mit bekannter Nor-
malkraft,
Mq¨ = h + GTfT(u) mit
Kontaktbedingungen für fT.
(5.2)
Für diesen Fall gibt die Stellkraft unmittelbar die Haftgrenze für fT vor. Der
Vektor h beinhaltet alle Kräfte, die nicht durch Kontakt entstehen, oder durch
die Stellkraft u vorgegebenen sind. Alle anderen Größen sind wie bisher definiert.
Die Stellkraft ist eine Funktion des noch zu bestimmenden Zustandes,
u(q, q˙), ui ≤ (umax)i. (5.3)
Das Einsetzen von Gl. (5.3) in (5.2) oder (5.1) führt jeweils auf die Differentialglei-
chung des geschlossenen Regelkreises. Der Einfluss von unbekannten Störungen
und Aktor-Dynamik oder die Frage nach nicht-beobachtbaren Zustandsgrößen
sollen vorerst zurückgestellt werden. Im Vordergrund steht hier die Frage nach
den Eigenschaften des geschlossenen Regelkreises in Abhängigkeit eines speziel-
len Rückführungsgesetzes in Gl. (5.3). Für eine spätere technische Realisierung
59
5 Die Regelung von Balken durch Reibung
der Regelung müssen weitere Fragen beantwortet werden. Dieser Abschnitt kon-
zentriert sich auf die Eigenschaften der Differentialgleichung des geschlossenen
Regelkreises der Gl. (5.1) und (5.2). Ziel der Regelung ist in jedem Fall, noch
ohne mathematische Formalisierung, eine möglichst hohe Dissipationsrate.
Die Differentialgleichungen (5.2) und (5.1) sind unabhängig von der genauen
Form der Rückführung autonom. Das Vektorfeld im Phasenraum ist also unab-
hängig von der Zeit. Damit gelten — Eindeutigkeit und Existenz der Tangen-
tialkräfte vorausgesetzt — Haft- oder Gleitbedingungen bezüglich jedes Punk-
tes einer einzelnen Diskontinuitätsfläche. Die Lagrange-Multiplikatoren zu der
Tangentialkraftbestimmung in der Optimierungsaufgabe sind also entweder ak-
tiv (Gleiten) oder inaktiv (Haften). Deshalb lässt sichMi in eine Teilmenge mit
Hafteigenschaften, dem HaftraumMHi, und mit Gleiteigenschaften, dem Gleit-
raumMGi, unterteilen,
Mi =MGi ∪MHi, MGi ∩MHi = ∅. (5.4)
Identifiziert man die Indizes der Hyperebenen Mi mit den Elementen der Kon-
taktmenge IK, entspricht die Index-Menge der haftenden Kontakte
IHˆ = {i1, i2, . . .}, IHˆ ⊆ IK, (5.5)





Es ist vorteilhaft, die Vereinigungsmenge aller Punkte auf Diskontinuitätsflächen





Die Vereinigung aller Punkte des Phasenraums, in denen wenigstens an einem





(siehe Abb. 5.1 und 5.2).
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Abbildung 5.1: Gesamthaftraum am Beispiel des Systems aus Kap. 3.3, Seite 25. In dieser
Rechnung liegt für beide Kontakte vorläufiges Haften vor. Für die Projektion des Kontakt-
zustandes aus dem Phasenraum auf den Unterraum der Lagekoordinaten sind an einzelnen
Punkten die unterschiedlichen Haftzustände eingetragen. ’×’: x ∈ MH1, ’+’: x ∈ MH2
und ’×+’: x ∈MH1 ∩MH2. Die Menge aller gekennzeichneten Punkte ist eine numerische
Annäherung an die Projektion des GesamthaftraumsMH.






Abbildung 5.2: Gesamthaftraum am Beispiel aus Kap. 3.4, Seite 29. Bei verschwindenden
Relativgeschwindigkeiten sieht man die Projektion der Mengen MH1 und MH2 auf den
Raum der Lagekoordinaten (Bezeichnungen siehe Abb. 5.1). Für Lagen in dem gepunk-
teten Gebiet heben beide Körper ab, es existieren also keine Tangentialkräfte im Sinn der
Problemstellung (3.79).
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5.2 Regelungskonzepte
5.2.1 Der Fall bekannter Normalkraft
Die fehlende Differenzierbarkeit der rechten Seite der Gl. (5.1) und (5.2) und die
komplementären Nebenbedingungen erschweren die regelungstheoretische Unter-
suchung. Eine Vereinfachung für Gl. (5.2), im Fall eines einzigen Reibkontaktes
von Lane [46] untersucht, ist
ui = di |s˙Ti| , di > 0, i ∈ IK. (5.9)
Da bei verschwindender Relativgeschwindigkeit s˙Ti die Stellkraft Null wird, tre-
ten keine Haftzustände mehr auf. Durch den Betrag wird eine geschwindigkeitspro-
portionale Dämpfung eingeführt. Mit
ΛD := diag([ d1 d2 · · · ]) (5.10)
wird Gl. (5.2) zu




D = GTΛDGTT (5.12)
ist symmetrisch und positiv semidefinit. Das Vorliegen von durchdringender Dämp-
fung muss im konkreten Fall überprüft werden.
In [46] wird für einen einzelnen Reibkontakte ein quadratisches Gütefunktional
eingeführt. In diesem werden der Zustand und Regelungsaufwand berücksichtigt.
Das daraus entstehende ’linear quadratic regulator’-Problem (LQR) führt auf eine
Riccati-Gleichung mit der stationären Lösung uopt. Als Normalkraft aus einem
Kontakt muss die Stellkraft immer positiv sein. Wählt man
u = max{uopt, 0}, (5.13)
erhält man das sogenannte ’clipped LQR’. Die Regelung ist für mehrere Kon-
takte aufwändig, und durch die Einschränkung der Positivität suboptimal. An
dieser Stelle wird ein einfacherer Ansatz verfolgt. Die Regelparameter werden








Abbildung 5.3: Der Übergang zwischen numerischem Gleit- und Haftgebiet. Im Ansatz von
Lane hängt die Regelung linear von ei ab (—), wobei die Beschränkung der Stellkraft
berücksichtigt werden kann (– –). Soll die Stellkraft bei der Durchquerung von Mi dif-
ferenzierbar sein, sind Glättungen der Art (– ·) möglich, die zu verschiedenen Funktio-
nen f(ei), ei ≤ εC, führen.





Abbildung 5.4: Der Übergang zwischen numerischem Gleit- und Haftgebiet bei unbekannter
Normalkraft. Die Stellkraft ist für alle Kontakte durch (umin)i und (umax)i beschränkt.
Die Funktionen f(ei), ei ≤ εC, können linear sein (—), oder auf verschiedene Arten und
Weisen geglättet (– ·)
63
5 Die Regelung von Balken durch Reibung
Multipliziert man im allgemeinen Fall Gl. (5.1) mit der generalisierten Ge-
schwindigkeit, erhält man die zeitliche Änderung der kinetischen Energie1
q˙TMq¨ = q˙Th + q˙TGNfN + q˙TGTfT + q˙TGNu
= q˙Th︸︷︷︸
=:PA
+ 0 + s˙TT fT︸︷︷︸
=:PT
+ 0. (5.14)
Die Leistung der Kräfte in Normalenrichtung ist immer Null, da die zugehöri-
ge Zwangsbedingung ohne Abheben identisch erfüllt ist. Die actio/reactio-Paare
verrichten in der Summe also keine Arbeit. Die Tangentialkräfte sind im Gleitfall
den Geschwindigkeiten entgegengesetzt und verrichten im Haftfall keine Arbeit.
Deshalb gilt
PT ≤ 0. (5.15)
Der Energieeintrag durch die Kontaktkräfte ist wie erwartet negativ, unabhängig
von der Wahl einer Rückführung. Ob der Energiegehalt des Systems zunimmt,
hängt von h ab. Da die Kräfte der in dieser Arbeit untersuchten Systeme im voll-
ständigen Haftfall konservativ sind, nimmt die Gesamtenergie unabhängig von der
gewählten Regelung nicht zu. Unter den gewählten Voraussetzungen ist die Fra-
ge nach der Stabilität eines Regelungsentwurfs deshalb hinfällig. Die Reibkräfte
reduzieren für jede mögliche Regelung durch u die Gesamt-Energie. Alle Überle-
gungen zur Leistungsbilanz gelten auch für das einfache System der Gl. (5.2).
Im konkreten Fall der Regelung (5.9) gilt
PT = −q˙TDq˙





Soll eine Regelung für jeden Zeitpunkt maximal mögliche Dissipation zum Ziel
haben, müssen alle di so hoch wie möglich gewählt werden. Die Beschränkung
von ui führt dazu, dass sich die Wahl eines Regelungskonzeptes auf den Über-
gang zwischen ui = 0 und ui = (umax)i beschränkt, und zwar in der Umgebung
verschwindender Relativgeschwindigkeit. Diese Umgebung muss im Hinblick auf
eine technische Umsetzung ausreichend groß sein. ’Ausreichend’ bedeutet die Ein-
haltung der Bedingung
ei(q, q˙) > εC : ui = (umax)i. (5.17)
Das Konzept eines invarianten Maßes ei für den Abstand zur Diskontinuitäts-
fläche Mi wurde in Gl. (4.38) eingeführt, im Zusammenhang mit Fragen zur
1Dieser Zusammenhang gilt nur für eine quadratische Form der kinetischen Energie, was
für alle hier untersuchten Systeme zutrifft (siehe auch Meirovitch [55, S.77]).
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numerischen Integration. Für den Bereich in der Umgebung der Diskontinuitäts-
fläche gilt dann eine eingeschränkte Stellkraft als Funktion f des Abstandes
ei(q, q˙) ≤ εC : ui = f(ei) (5.18)
(siehe Abb. 5.3 und 5.4).
Die Einschränkung der maximalen Stellkraft auf einen Bereich außerhalb des
um εC erweiterten Gesamtdiskontinuitätsraums ist größer als notwendig. Wenn
sich x auf einer der Diskontinuitätsflächen im Gleitbereich befindet, kann die
Stellkraft maximal bleiben. Der eigentlich zu berücksichtigende Bereich für re-
duzierte Stellkräfte ist der um εC erweiterte Gesamthaftraum. Auch wenn die
Einteilung in Haft- und Gleitgebiete vor Beginn der Integration festliegt, sind
diese Gebiete in einer praktischen Rechnung unbekannt, und werden erst bei
Bedarf als ’benachbarte Kontaktzustände’ berechnet.
Die Erhöhung der Stellkraft bei benachbartem Gleitzustand und die Verringe-
rung bei benachbartem Haftzustand führt zu Problemen. Die Stellkraft springt
bei beinahe jedem Rechenschritt um einen größeren Wert, ein Vorgang, der we-
gen der vielen hochfrequenten Schaltvorgänge technisch schwer umsetzbar ist,
und die eingesetzten Geräte beschädigen kann. Der Grund für diese hochfrequen-
ten Änderungen liegt darin, dass ein benachbartes Gleitgebiet zu einer größeren
Kraft ui führt, diese zu einem Haftgebiet, dieses zu einer verringerten Kraft, und
dieses wiederum zu einem benachbarten Gleitgebiet. Wenn das Rückführungsge-
setz Kontaktzustände berücksichtigen soll, ist es schwer, diese Kontaktzustände
für den geschlossenen Regelkreis zu bestimmen. Eine Regelung der Art (5.9)
führt allerdings dazu, dass per Definition keine Hafträume mehr auftreten. Aller-
dings können so vorteilhafte Regelungsentscheidungen teilweise nicht berücksich-
tigt werden.
Das eben erläuterte Phänomen deutet auf einen in den bisher besprochenen Re-
gelungen enthaltenen Widerspruch: Zum einen soll ein möglichst niedriges Ener-
gieniveau erreicht werden, was auch Haftzustände einschließt, zum anderen soll
maximale Dissipation möglich sein, was die Aufrechterhaltung von Gleitzustän-
den erfordert. Die Lösung für dieses Problem ist die Vorgabe eines minimalen




‖x(0)‖E < εE : u = 0 (5.19)
(siehe Gl. 4.37).
Die bisherigen Überlegungen führen zu der folgenden Regelung, bei der die
Funktion f(ei) für den Übergang zwischen numerischen Gleit- und Haftgebiet
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noch unbestimmt ist,
∀i ∈ IK : wenn xE < εE : ui = 0,
sonst
{
ei ≤ εC : ui = f(ei),
ei > εC : ui = (umax)i
(5.20)
Die Steigung der Funktion f(ei) entspricht dabei einer viskosen Dämpfung, die
möglicherweise noch geschwindigkeitsabhängig ist (siehe Abb. 5.3).
Das Regelungskonzept in Gl. (5.20) wird aufgrund der Eigenschaft (5.15) in
allen Fällen dämpfen. Ein Einschätzung der Qualität geschieht am besten durch
den Vergleich mit einem durch Reibung passiv gedämpften System. Dazu wird
angenommen, dass die maximal mögliche Stellkraft des semiaktiven Falls genau
so groß ist wie die konstante Normalkraft im passiven Fall.
Zuerst wird die Menge der Zeitpunkte untersucht, in denen die Trajektorie
ausreichenden Abstand zu den Diskontinuitätsflächen besitzt (ei ≥ εC). Bei die-
sem Abstand gibt es keinen Unterschied zwischen der maximalen Stellkraft im
semiaktiven Fall und der voreingestellten Normalkraft gleicher Größe im passi-
ven Fall. Für die Menge der Zeitpunkte mit ei < εC gibt es zwei unterschiedliche
Tendenzen. Auf der einen Seite ist die Stellkraft in der Umgebung der Diskon-
tinuitätsflächen wegen des Verlaufs von f(ei) kleiner als eine Normalkraft des
passiven Falls. Die Dissipation ist im Fall semiaktiver Regelung also geringer.
Auf der anderen Seite wird durch die Regelung der Haftfall verhindert, was die
Dissipation gegenüber dem passiven Fall erhöht. Eine semiaktive Regelung durch
Reibung ist also im Vergleich mit passiver Reibdämpfung nur dann von Vorteil,
wenn die bei entsprechender konstanter Normalkraft auftretenden Haftzustände
verhindert werden.
Rechnung 3: Das passive System
Um die vorgestellten Regelungskonzepte in numerischen Simulationen zu
überprüfen, wird ein System verwendet, das dem von Rechnung 1 (S. 45)
ähnelt. Dessen Integration ist numerisch aber weniger aufwändig. Die Si-
mulation behandelt eine Reibleiste, die aus zwei Stahlbändern rechteckigen
Querschnittes zusammengesetzt ist. Diese Stahlbänder werden als Balken
mit den folgenden Eigenschaften modelliert,
Länge: l = 10 cm
Breite: b = 3 cm
Höhe: h = 1 cm
Dichte: ρ = 9·10−3 kg/cm3
E-Modul: E = 2,1·107 N/cm2
Reibkoeffizient: µ = 0,5
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Die Verbindung erfolgt durch zwei Schrauben an den Orten
xK1 = 2,5 cm, (5.21)
xK2 = 7,5 cm. (5.22)
Die zusätzliche Masse durch eine Schraube ist jeweils
m = 160 lbh ρ. (5.23)
Sie ist gleichmäßig auf den unteren und oberen Balken verteilt. Alle Schrau-
ben haben für die Rechnung den gleichen Anpressdruck. Anfangsbedingung
im Ort ist eine statische Verformungslinie für den zusammengesetzten Bal-
ken, verursacht durch eine Verschiebung am Balkenende w(l, 0) = 1 cm. Die
Anfangsgeschwindigkeit für alle Orte ist Null, w˙(x, 0) ≡ 0. Die Übertragung
auf die diskreten Verschiebungskoordinaten erfolgt wie in Rechnung 1.
Die Anzahl der Kontakte ist eine untere Schranke für die Anzahl der Koor-
dinaten. Deswegen kann gegenüber Rechnung 1 mit weniger Freiheitsgraden
gerechnet werden. Als Ansatzfunktionen werden wie in den anderen Beispie-
len die Eigenfunktionen von Balken und Stäben verwendet (Gl. 4.42–4.44).




Anzahl der Freiheitsgrade: 5
Anzahl der Kontakte: 2
Die Schrittweite der numerischen Integration orientiert sich an der höchs-
ten Eigenfrequenz des Systems. Aufgrund der Geometrie ist das Verhältnis




Um den Einfluss der gewählten Schrittweite auf die Untersuchung gering
zu halten, wird eine hohe Auflösung gewählt. In den hier vorgenommenen
Rechnungen gilt
Zeitraum: 4T1 = 4,90 · 10−3 s
Auflösung: 200 Schritte / T4
Rechenschritte: 12.000
ε0: 2·10−3
Die betrachteten Fälle unterscheiden sich in der voreingestellten Kraft,
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Fall 1: fN = 2·106 N
Fall 2: fN = 2·105 N
Fall 3: fN = 7·104 N
Fall 4: fN = 2·104 N
Die Rechnungen haben weniger als eine Minute gedauert. Zu den Ergebnis-
sen gehört die Dissipationsrate (Abb. 5.5) und die Verschiebung des Balke-
nendes (5.6). Sie dienen dem Vergleich mit den folgenden semiaktiven Rech-
nungen.
Rechnung 4: Das semiaktive System im Vergleich zum passiven
Das untersuchte System teilt die meisten Eigenschaften mit dem der Rech-
nung 3. Dazu gehört die Geometrie, das Material, die Art der Schraubenver-
bindungen, die Anzahl der Freiheitsgrade und die numerischen Einstellungen
für die Integration. Zusätzlich muss die Grenze für maximale Stellkräfte, εC,
festgelegt werden, die maximale Stellkraft selbst, umax, und eine Funkti-
on f(ei) für die Stellkraft im Intervall [0, εC]. In allen folgenden Rechnungen
gilt die minimale Energieschranke
εE = 10−2, (5.25)
unter deren Grenze die Stellkräfte zu Null werden.
Als erstes werden die Fälle gemäß dem Regelungsgesetz (5.20) mit unter-
schiedlicher maximaler Stellkraft verglichen. Der Parameter εC wird nicht
verändert. Für die Übergangsfunktion wird ein linearer Anstieg zwischen
ei = 0 und ei = εC verwendet (siehe Abb. 5.3). Die verschiedenen maxima-
len Stellkräfte haben die gleichen Werte wie die eingestellten Normalkrafte
in Rechnung 3,
Fall 1: umax = 2·106 N
Fall 2: umax = 2·105 N
Fall 3: umax = 7·104 N
Fall 4: umax = 2·104 N
Für die Änderung der maximalen Stellkraft wird der Energieverlauf unter-
sucht, dargestellt in Abb. (5.7), und die Bewegung der Balkenspitze, zu sehen
in Abb. (5.8).
Im Vergleich zu den Fällen festeingestellter Normalkräfte zeigt sich in den
Fällen 2, 3 und 4 ein ähnlicher Dissipationsverlauf (siehe Abb. 5.7). Dabei
treten auf die gleiche Weise in periodischen Abständen Plateaus auf. Es ist
interessant, dass die Höhe der Verlustleistung in beiden Fällen nicht mit
der Höhe der Normalkraft, bzw. maximalen Stellkraft korreliert. Die höchste
Verlustleistung tritt in beiden Rechnungen für den Fall 2 auf. Ein großer Un-
terschied besteht beim Vergleich der Fälle mit der höchsten Kraft, denn die
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semiaktive Regelung vermeidet Haftzustände und führt das System auf ein
niedrigeres Energieniveau. Die Schwingungen der Balkenenden in Abb. 5.8
zeigen, dass die Amplituden bei den semiaktiv geregelten Balken in den Fäl-
len 1, 2 und 3 deutlich geringer sind als die gleichen Fälle in Rechnung 3.
Die Stellkraftverläufe in den Abb. (5.13) und (5.14) zeigen hochfrequente
Änderungen, deren Frequenz aber beschränkt ist.
Im Folgenden werden noch die Änderungen durch ein größeres Intervall
[0, εC] betrachtet. Dafür wird die maximale Stellkraft des Falles 2 verwendet,
umax = 2·105 N. Die untersuchten Fälle sind
Fall 5: εC = 5 ε0
Fall 6: εC = 20 ε0
Fall 7: εC = 40 ε0
Fall 8: εC = 80 ε0
Die Ergebnisse in den Abb. (5.9) und (5.10) zeigen, dass der Vorteil der
semiaktiven Regelung gegenüber der passiven Variante auch bei großem εC
bestehen bleibt.
Zusätzlich stellt sich die Frage, was für Auswirkungen eine glattere Funk-
tion f(ei) gegenüber der bisher verwendeten linearen Funktion hätte. Für
diesen Vergleich wird ein Polynom dritter Ordnung eingeführt, dessen vier
Koeffizienten aus den folgenden Bedingungen folgen,
f(0) = 0, f ′(0) = 0, f(εC) = umax, f ′(εC) = 0. (5.26)
Dabei werden für beide Simulationen,
Fall 9: f(ei) linear
Fall 10: f(ei) geglättet
die folgenden Werte verwendet,
εC : 10 ε0
umax : 2·105 N
Die Ergebnisse für die Rechnungen der Fälle 9 und 10 sind den Abb. (5.11)
und (5.12) zu entnehmen. Die Dissipationsleistung ist für die glättere Funkti-
on f(ei) höher, was sich auch in der Bewegung der Balkenenden zeigt. Dieser
Unterschied erscheint nicht mehr für einen niedrigeren Wert εC = 5 ε0.
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Abbildung 5.5: Rechnung 3 (passiv): Energiegehalt des Systems bei unterschiedlichen Nor-
malkräften. Diese Normalkräfte sind konstant und für alle Kontakte gleich. Für fN =
2 ·106 N (– –) haften die Kontakte. Bei den anderen Kräften tritt Gleiten und damit
Dissipation auf: fN = 2·105 N (—), fN = 7·104 N (– ·), fN = 2·104 N (· · ·).







Abbildung 5.6: Rechnung 3 (passiv): Bewegung der Balkenspitze für drei Fälle aus Abb. (5.5).
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Abbildung 5.7: Rechnung 4 (semiaktiv): Energiegehalt des Systems bei unterschiedlichen
maximalen Stellkräften. Diese Kräfte sind für alle Kontakte gleich. umax = 2·106 N (– –),
umax = 2·105 N (—), umax = 7·104 N (– ·), umax = 2·104 N (· · ·).







Abbildung 5.8: Rechnung 4 (semiaktiv): Bewegung der Balkenspitze für alle Fälle aus
Abb. (5.7).
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Abbildung 5.9: Rechnung 4 (semiaktiv): Dissipationsrate bei unterschiedlich großen εC.
Abgebildet sind Fall 5 (– –), Fall 6 (—), Fall 7 (– ·) und Fall 8 (· · ·).




















Abbildung 5.11: Rechnung 4 (semiaktiv): Dissipationsrate bei unterschiedlichen Funktions-
verläufen f(ei). Abgebildet sind der Fall eines linearen Verlaufs (– –), und der eines
geglätteten Verlaufs (—).









Abbildung 5.12: Rechnung 4 (semiaktiv): Bewegung der Balkenspitze für die beiden Fälle
aus Abb. (5.11).
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Abbildung 5.13: Rechnung 4 (semiaktiv): Stellkraft-Verlauf von u1 im Fall 2.







Abbildung 5.14: Rechnung 4 (semiaktiv): Stellkraft-Verlauf von u2 im Fall 2.
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5.2.2 Der Fall unbekannter Normalkraft
Alle vorherigen Überlegungen zu einer Regelung hatten die Bedingungen der
Gl. (5.4) als Voraussetzung. Darin enthalten ist die Existenz der Tangentialkräfte.
Die Menge aller Zustände x, für die ein Kontaktpunkt abhebt, und in dem damit
keine Tangentialkräfte bestehen (im Sinn von Problemstellung 3.79) heißt im
Folgenden Gesamtdefektraum,
MD := {x : ∃i, fNi = 0}. (5.27)
Unter der Bedingung fNi = 0 wird ein aktiver Lagrange-Multiplikator des LCP
verstanden. Dann erweitert sich die Aufteilung der Diskontinuitätsfläche gegen-
über (5.4). Zustände, die gleichzeitig zum Gesamtdefektraum und einer bestimm-
ten Diskontinuitätsfläche gehören, bilden den Defektraum zu dem Kontakt,
MDi :=MD ∩Mi. (5.28)
Elemente dieses Defektraumes sollen keine Elemente des entsprechenden Gleit-
und Haftraumes sein. Dann teilt sich die Diskontinuitätsfläche in
Mi =MGi ∪MHi ∪MDi (5.29)
auf (siehe Abb. 5.2). Ein nichtleerer Gesamtdefektraum kann nur für Gl. (5.1)
auftreten. In diesem Fall ist also für jede Regelung zu berücksichtigen, dass die
Zustände nicht Element des Gesamtdefektraumes werden. Keiner der Kontakte
hebt ab.
Das automatische Vermeiden von Abheben durch die Rückführung u trifft auf
ähnliche Probleme, wie sie im Kap. (5.2.1) für die Vermeidung des Haftzustandes
beschrieben sind. Wenn die Defektmengen nicht per Regelungsgesetz sicher leer
sind, muss die Rückführung dafür Sorge tragen, allerdings ohne die Lage dieser
Mengen im voraus zu kennen. Die Elemente der Defektmengen sind wie die Zuord-
nungen zu Haft- und Gleitmengen für ein festes Regelungsgesetz unabhängig von
der Zeit. Wenn die Regelung nun benachbarte Kontaktzustände berücksichtigt,
kommt es zu den gleichen mathematischen Problemen wie sie oben beschrieben
sind. Bei der vorläufigen Annahme der Defekträume im Rückführungsgesetz ist
es schwer, die endgültigen Räume für den geschlossenen Regelkreis zu bestim-
men. Aus diesem Grund muss das Einhalten von Kontakt aus den im voraus
berechneten unteren Schranken der ui folgen.
Der Zusammenhang zwischen Normalkräften fN und Stellkräften u in Gl. (5.1)
steht im Allgemeinen erst während der Integration fest. Im besonderen Fall der
Reibleiste ist aber eine Abschätzung möglich. Wegen Gl. (4.7) gilt
∀i : ui ≥ (umin)i ≥ max
t
∣∣∣1− 2κ2 mw¨(xKi, t)∣∣∣. (5.30)
Bei einer sinnvoll angenommenen Obergrenze für die Beschleunigungen kann so
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eine Untergrenze für die Normalkräfte angegeben werden. Je höher man diese
allerdings wählt, desto wahrscheinlicher treten auch Haftzustände auf den Dis-
kontinuitätsmengen auf, bei denen nicht mehr dissipiert wird. Dann ist das Rege-
lungsgesetz unter Berücksichtigung einer unteren Energieschranke, siehe Abb. 5.4,
∀i ∈ IK : wenn xE < εE : ui = (umin)i,
sonst
{
ei ≤ εC : ui = f(ei)
ei > εC : ui = (umax)i
(5.31)
Rechnung 5: Der Vergleich passiv/semiaktiv bei unbekannten
Normalkräften
Wenn gegenüber dem System der Rechnung 3 die Schraubenmassen nicht
mehr zu gleichen Teilen auf den oberen und unteren Balken verteilt werden,
entsteht eine Differentialgleichung der Form (5.1). Es wird angenommen,
dass die Schraubenmasse vollständig auf dem oberen Balken angebracht ist,
κ = 1. (5.32)
In diesem Fall müssen für die Diskretisierung unterschiedliche Funktionen
für beide Balken angenommen werden (siehe Kap. 4.3). Unter den bisher in
allen Rechnungen verwendeten Annahmen für die Anfangsbedingungen und






Anzahl der Freiheitsgrade: 8
Anzahl der Kontakte: 2
In dem Fall unbekannter Normalkräfte muss der Regelung eine minimale
Stellkraft vorgegeben werden (siehe Gl. 5.31). Damit wird das Abheben in
den Kontaktpunkten vermieden. Für die Grenzen der Stellkraft gilt
umin: 104 N
umax: 2·105 N
Die Ergebnisse der Rechnung zeigen Abb. (5.15) und (5.16). Auch für









Abbildung 5.15: Rechnung 5: Dissipationsrate im Vergleich von passiver Dämpfung (· · ·)
und semiaktiver Regelung (—).













6 Zusammenfassung und Ausblick
In dieser Arbeit werden zum einen verschiedene mechanische Modelle für Reibleis-
ten aufgestellt. Diese bilden ein interessantes Beispiel für häufig auftretende me-
chanische Systeme der Art, dass mehrere raue, zeitlich ununterbrochene Kontak-
te auftreten. Der raue Kontakt zwischen den Balken führt dabei zu unilateralen
Zwangsbedingungen. Die zugehörigen Zwangskräfte kommen dann nicht aus einer
expliziten Gleichung, sondern müssen ein System von Gleichungen und Unglei-
chungen erfüllen. Diese sogenannten komplementären Bedingungen führen auf
Optimalitätsprobleme, die diese Arbeit in allgemeiner Form herleitet. Dabei tre-
ten zwei unterschiedliche Fälle auf. Wenn die Normalkräfte in den Kontakten be-
kannt sind, tritt ein quadratisches Minimierungsproblem (QP) auf. Wenn die Nor-
malkräfte während der Rechnung unbekannt sind und Gleiten auftritt, muss eine
Erweiterung des QP verwendet werden, ein lineares Komplementaritäts-Problem
(LCP).
Auch im einfacheren Fall bilateraler Bindungen ist es möglich, ein (unrestrin-
giertes) Optimierungsproblem für die Berechnung der Zwangskräfte zu finden.
In diesem Fall ist es ein quadratisches Minimierungsproblem. Für den Fall bi-
lateraler Bindungen besteht allerdings auch ein Gleichungssystem, dessen Auf-
lösung gegenüber dem QP einen ähnlichen numerischen Aufwand benötigt. Die
Formulierung dient vor allem dem Nachweis, dass Zwangskräfte allgemein aus
Optimierungsproblemen berechnet werden können.
Ziel der Arbeit war unter anderem die Herleitung von Bewegungsgleichungen
aus diskretisierten Kontinua mit rauem Kontakt im Rahmen von Minimalmodel-
len. Diese beinhalten nur wenige Freiheitsgrade und haben den Vorteil einer über-
sichtlichen Verifizierung von Annahmen, die zu dem untersuchten System beste-
hen. In der Untersuchung von Strukturen mit komplizierter Geometrie mittels
finiten Elementen bilden Minimalmodelle häufig eine notwendige Vorstufe, um
ein grundsätzliches Verständnis für das technische System zu gewinnen. Für die
Reibleiste werden nun verschiedene Minimalmodelle hergeleitet, die höchstens
20 Freiheitsgrade beinhalten.
Die so generierten Bewegungsgleichungen werden über ein Heun-Verfahren in-
tegriert, dass zu jedem Zeitpunkt das begleitende Optimierungsproblem löst. Vor-
aussetzung dafür ist eine grundsätzliche mathematische Einordnung der Differen-
tialgleichungen, die durch das Auftreten der Tangentialkräfte aus rauem Kontakt
die Voraussetzungen klassischer Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise verletzen.
Durch die komplementären Kontaktbedingungen treten im Phasenraum Hyper-
ebenen auf, auf denen das Vektorfeld unstetig ist. Eine Möglichkeit, die daraus
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entstehenden mathematischen Schwierigkeiten zu bewältigen, sind differentielle
Einschließungen. Diese werden definiert und es wird erläutert, auf welche Weise
sie bei Differentialgleichungen mit unstetiger rechter Seite auftreten.
Zum anderen beschäftigt sich die Arbeit mit semiaktiver Regelung, deren Vor-
aussetzung das Verständnis des dynamischen Modells der Reibleiste ist. Eine
solche Regelung verändert durch Stellkräfte die Normalkräfte der Kontakte, so
dass die Reibkräfte möglichst hohe Dissipationsleistung verrichten. Auch hier un-
terscheiden sich zwei Fälle. In dem ersten sind die Normalkräfte gleich den Stell-
kräften. Die Untersuchung des geschlossenen Regelkreises führt dann auf ein QP.
Das untersuchte Regelungskonzept ermöglicht nahezu jeder Zeit das Vermeiden
von Haften. Ergebnisse von Rechnungen zeigen, dass die Dissipationsleistungen
weit über denen passiver Dämpfung liegen.
Wenn die Normalkräfte auf dynamische Weise mit den Stellkräften zusammen-
hängen, sind diese unbekannt, und es ist die Einführung eines LCP notwendig.
Um in den Kontaktpunkten Abheben zu vermeiden, muss für jede Stellkraft ei-
ne untere Schranke bestehen. Diese führt in dem untersuchten Regelungskonzept
dazu, dass auch im Fall semiaktiver Regelung Haften auftreten kann. In den unter-
suchten Systemen war die Dissipationsleistung der semiaktiv geregelten Systeme
über der der passiv geregelten. Es ist also in allen untersuchten Fällen vorteilhaft,
für die Dissipation von Schwingungsenergie semiaktive Regelungen einzusetzen.
Für die experimentelle Verifikation der Ergebnisse ist bereits ein Versuch auf-
gebaut. Der Versuchsaufbau besteht aus drei miteinander verschraubten Balken,
von denen der mittlere dicker ist als die beiden äußeren. Den Hintergrund bil-
det die Idee, dass die Schwingungen in einem Balken einer bestehenden Struktur
gedämpft werden können, wenn auf diesen oben und unten zwei weitere Balken
aufgebracht werden. Diese werden dünn gegenüber der bestehenden Struktur ge-
wählt, um die Steifigkeit nur gering zu beeinflussen (siehe hierzu auch [70, 91]).
Eine weiteres Untersuchungsthema sind Balkenabschnitte mit Kontaktbereich,
deren n-malige Aneinander-Kopplung eine Reibleiste mit n Kontakten ergibt.
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